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KAPITEL

ET

Introduktion

Neerveerende noter er udarbejdet til kurset 31610 Anvendt signalbehandling. Grundlaget for noterne
stammer fra kurset 49210 Signalanalyse (tidligere 4931) udarbejdet af Simon Boel Pedersen, og de er
en lettere redigeret og rettet version af disse noter for de tidligere kurser. Kursus 49210 gav en generel
introduktion til signalanalyse uden bestemt veggepgivent anvendelsesoaae, hvor der i dette kursus
31610 leegges vaegéeksempler fra den medikotekniske verden.

Pa grund af den stigende anvendelse af computeredling og behandling af digitale signaler benyttes

en stadig stigende del af ingenigrdmdet signalbehandling. Derfor er det blevet valgt at inkludere en stor
del af det tidligere kursus 49210 i et indledende kursus i signalanalyse (01032) i elektrofagpakken. De
indledende elementer af analysen af deterministiske signalélegtes henlagt til 01032, og starre vaegt

eri 31610 lagt p analyse af stokastiske signaler @gsignalbehandling. En kort repetition af analysen af

de deterministiske signaler gives dog her, men forudsaetningen for gennemfarelse af kurset er kendskab
til grundlaeggende analyse som i 01032 og til sandsynlighedsteori svarende til et indledende kursus.
Tanken med det nye kursus 31610 er stadig at give en bred introduktion til signalanalyse suppleret
med en raekke signaleksempler og gvelser fra det biomedicinskedeniDette ggres for dels at give

en introduktion til moderne signalbehandlingsprogrammel og dels for at introducere flere praktiske og
konkrete aspekter i undervisningen. Endelig vil kurset blive afsluttet med en stgrre opgave, for yderligere
at styrke den praktiske tilgang til signalbehandlingen.

Kurset og noterne karégedes benyttes til en generel introduktion til analysen og behandlingen af sig-
naler, og kan danne grundlag for et videre undervisningsforlab med speciale generel signalbehan-
dling og i medikoteknisk signalbehandling.

Jargen Arendt Jensen
Januar, 2002.
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KAPITEL

TO

Reelle analoge og digitale signaler

| dette kapitel gives en kort opsummering af analysen af deterministiske, reelle signaler. For hver signal-
type er gengivet definitionerne for fouriertransformation samt de geeldende regneregler. Desuden gives
en reekke eksempledpsignaler og deres spektre. Der gives i kapittetifiregninger af resultater, da
disse anses kendt fra tidligere kurser. Kapitlet@edes taenkt som en opsummering af og reference for
vaesentlige resultater fra signalanalysen.

2.1 Opdeling af signaler

Traditionelt opdeles signaler i forskellige typer for at lette analysen af dem. Der skelnes mellem analog
og digitale (tidsdiskrete) signaler og mellem signaler med endelig energi og endelig effekt. Dette letter
udregningen af deres spektre og fortolkningen af resultadefigBr 2.1 er vist de fire forskellige typer
signaler. R venstre side er vist signalet i tidsdomaenet adpjre side de tilsvarende amplitudespektre.
@verst er vist et analogt signalt) med endelig energi samt det tilsvarende amplitudeteethedsspektrum
|G(f)|. Bemeerk at spektret er en (stykvis) kontinuer funktion af frekvenseraleglas eksisterer for

alle frekvenser. En uendelig gentagelse af dette signal med period&tiden

+oo

gp(t)= D g(t—kT), (2.1)

k=—o00

giver et analogt periodiske signal med endelig effekt. Amplitudespektret er her diskret med harmoniske
komponenter ved /T og er givet ved

1 . m
Gp(m) = TG(*) (2.2)
En sampling afj(t) med samplingperiodeAT giver
ga(n) = g(nAT), (2.3)
hvor der fis det periodiske spektrum
1 I m
Ga(f) = Em;m G(f - E) (2.4)

vist til hgjre i den tredje graf. Derdf s@iledes en uendelig spektral gentagelséaf) med perioden
1/AT. Hvis dette digitale signal ggres periodisk med perioden

+00
gap(n) = > ga(n —kN) (2.5)

k=—o00

11
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Figur 2.1:De forskellige typer signaler og deres respektive spektre. Samplingfrekvensen for de digitale

signaler er 2.5 kHz.
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Analogt signal med endelig energi
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Figur 2.2:Eksempel p analogt signal med endelig energi.

fas det diskrete periodiske spektrum

m

1
de(m) = N

der er vist @ den sidste graf.

Der er sledes teet sammenhaeng mellem de forskellige signaltyper og deres spektre, og dette kan ud-
nyttes i analysen af signaltyperne. Det giveragsulighed for at benytte den diskrete fouriertransfor-
mation til at opd kendskab til spektralindholdet i signalerne som beskrevet i kabitel

2.2 Spektrum af et reelt analogt signal med endelig energi

For et reelt signad(¢) med endelig energi kan dets komplekse spektfiifi) beregnes af fourierinte-
gralet

+o00 .
G = [ g ita, (2.7)
hvor f er frekvensen. Fra det komplekse spektrum kan tidssignalet beregnes ved
‘+OO .
o) = [ Gy, (2.8)
Udtrykkene kan anvendegn
—+00
/ lg(t)|dt < oo 2.9)

At signaletg(t) har spektreG(f), vil i det fglgende blive betegnet med

g(t) < G(f). (2.10)

Et signaleksempel er visffigur2.2 Bemeerk at spektret er (stykvis) kontinuert, og at det eksisterer for
alle frekvenser, &de positive og negative. Hvis amplituden for signalet er i volt er enheden for spektret
volt/hertz, og er &ldes et teethedsspektrum.

2.2. Spektrum af et reelt analogt signal med endelig energi 13



G(f) er kompleks og kan derfor udtrykke& formen

G(f) =Re(G(f)) +7Im (G(f)) = Gr(f) +iG1(f) (2.11)

eller som
G(f) = Ag(f)e??), (2.12)

hvor man som seedvanlig har, at

Ay(f) =GR + G,

pg(f) = arctan g;((fp)) (2.13)

09

Gr(f) = Ag(f)cospy(f),
Gi(f) = Ag(f)sm@g(f)~ (2.14)

Starrelsend, (f) benaevnes amplitudeteethedsspeldep, (f) faseteethedsspekirietr g(t). Praktisk
betydning har ogfsAg(f) med navnet energiteethedsspektfair "skikkelige” signaler geelder det, at
Ay(f) — 0, nar den numeriske veerdi af frekvensen bliver meget stor.

Af udtrykket for faseteethedsspektret freamgdet, at bestemmelsen af,(f) er beheseftet med en
ubestemtheddet helt multiplum afr. Et givet fasespektrum kan fglgelig afbildes mange rader, og

det er derfor bekvemt at fastsaette bestemte regler for afbildningen for at lette sammenligninger. Prob-
lemet behandles naermere i appenlix

Et vilkarligt reelt signal kan opspaltes i en lige og en ulige del:

9(t) = ai(t) + gu(t), (2.15)
hvor

alt) = g9(t) +29(—t)

gutty = Y90 (2.16)

Betragtes udtrykkene fakz(f) og G;(f) ses, al, () ikke bidrager tilGr(f) og g;(t) ikke bidrager
til G;(f). Hermed &s

qi(t) < Gr(f) og  gu(t) < Gi(f) (2.17)
Opspalteg(¢) pa denne rade, kan man benytte falgende formler ved beregningtak spektrum:

Grlf) = 2 [ gt cos(zrfoyds

cif) = —2 /0 " gu(t) sin(2r f1)dt (2.18)
same nedendende udtryk til at beregne signalet fra spektret

a(t) = 2 [ Galf)cos(ensiyat

alt) = 2 /OOOGI(f)sin(%rft)dt (2.19)

De geengse regler for reelle analoge signaler med endelig energi er vist2 thbel

14 Kapitel 2. Reelle analoge og digitale signaler



Regneregler for reelle analoge signaler med endelig energi

gt) = G(f); q1(t) < Gi(f);  92(t) < Ga(f).

1. Linearitetsreglen

agy (t) + bga(t) < aG1(f) + bG2(f) (a 0gb konstanter). (2.20)
2. Symmetrireglen
G(t) < g(=f) (2.21)
3. Tidstransformationsreglen
L f
g(kt) < WG(E) (k en konstant) (2.22)
4. Reglen om skift af tidsaksens retning
g(—t) = G(=f) = G*(f) (2.23)
5. Reglen om forskydning af tidsaksens nulpunkt
gt +to) « G(f)e?*™ o (¢, en konstant) (2.24)
6. Reglen om forskydning af frekvensaksens nulpunkt
g(t)e 2™t s G(f + fo)  (fo en konstant) (2.25)
1
9(t) cos(2m fot) < S(G(f = fo) + G(f + fo))
. 1
g(t) sin(2m fot) < Q*j(G(f — fo) = G(f + fo))
7. Differentiationsreglen
d"g(t _ n
dii ) (j2mf)"G(f). (2.26)
8. Foldningsreglen
| 91(O)ga(t = 0)d8 = G1()Ga(1) @.27)
0g
91(09:(8) = [~ Gr()Galf — s)ds (2.28)
Parseval: " -
| _gwa= [ i (2.29)
Tabel 2.1:Regneregler for reelle analoge signaler med endelig energi
2.2. Spektrum af et reelt analogt signal med endelig energi 15
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Figur 2.3:Firkantsignal.
2.3 Signaleksempler for analoge signaler med endelig energi

| dette afsnit gives en raekke eksemplérimsale signaler og deres spektre, der kan benyttes sammen
med regnereglerne til at konstruere mere sammensatte signaler.

2.3.1 Spektrum af firkantsignal

Firkantsignal er specificeret ved

a O0<t<T
g(t) = { 0 ellers (2.30)

hvora og T er positive konstanter. Signalet kan sédfigur2.3.

Pa samme figur ses endvidere den ligeglél) og den ulige dey, (t) af signalet. Spektret af firkantsig-
nalet kan beregnes af

T grfT _ —jnfT
_ —j2nft gy — a —i2nfT _ 1) — a (e € —jnfT
G(f) /0 ae 7—j27rf (e ) 7 —2j e

aTS'm:]:;T)e_jﬁfT (2.31)
B sin(2rw fT)  cos(2mfT) —1
- “T< 20 fT T anfT )

Dette spektrum ses afbildefdigur 2.4 med realdel og imagineerdel. Udtrykkes spektrey@f pa
formen amplitudeteethedsspektrum - faseteethedsspektrum, finder man

0o (SRS (enlend) 1) g 232
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Figur 2.4:Spektrum for firkantsignal.
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som let reduceres #il

Ag(f) = aT’ Sm;}rf) , (2.33)
samt (2 fT) )
COS| 2T —
¢g(f) = arctan (W> (234)
eller

+(m|f|T) modulor for f <0

bq(f) = (2.35)
—(mfT)  modulor for f > 0.

Begge disse starrelser ses aga figur2.4.

Bemazerk, atd,(f) i hovedsagen falder med 20 dB/dekaday, if| > % Ifglge linearitetsreglen geelder
det, at

sin(27 fT)
09
. cos(2mfT) — 1

gu(t) jaTW. (2.37)
2.3.2 Spektrum af et trekantsignal
Ved et trekantsignal foras signalet

_Ja(T—-t))T foro<t<T

9(t) = { 0 ellers (2.38)

hvor a og T er positive konstanter.&Pfigur 2.5 ses signalet samt dets opspaltning i en lige del og en
ulige del.

Trekantsignalets er givet ved

in?(m sin(2m
G(f)zaT<S (@/T) | ;1 < (2 fT)—l)). (2.39)

2 \ (nfT)? "rfT \ 2rnfT

G(f) kan ogé udtrykkes p formen

a

A f) = W\/(l—cos(27TfT))2+(sin(27rfT)—27TfT)2 (2.40)

B sin(2n fT) — 2w fT
G9(f) = arctan 1 —cos(2m fT)

(2.41)

Af disse udtryk ses det, at,(f) i hovedsagen falder med 20 dB/dekada|if| > 7 samt, atp,(f) —
—Z, nar f — oo. Figur2.6viser en afbildning af spektret for det omtalte trekantsignal.

Ogsa i dette tilfelde giver opspaltningeng(ft) i en lige del og en ulige del to andre fouriertransforma-
tionspar

aT sin?(w
alt) & 2T(7r§fT];? (2.42)
> ( )
al 1 sin(2w fT
9ul0) = % =7 ( S 1) . (2.43)

'Eller det kan benyttes direkte pt7 2/ 1 e~ T| = o1

™

@I | for aT positiv.
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Trekantsignal

g(t)/a

g, (0/a
o
o wm
T T
I I

-0.5

Figur 2.5:Trekantsignal.

Det er i denne sammenhaeng veerd at bemaerke, at den numeriske wggrdiisagpektrum i hovedsagen
falder med 40 dB/dekade, og at faseteethedsspektret er identisk = 0.

Sammenligner man formen for spektretgaft) med formen af spektret for den lige del af firkantsig-

nalet i kap.2.3.1, ses det, at det symmetriske trekantsignals spektrum er proportionalt med kvadratet
pa det symmetriske firkantsignals spektrum. Dette er ifglge foldningsreglen ensbetydende med, at den

lige del af trekantsignalet (med varighed&h) kan teenkes op&ét som en foldning af to symmetriske
firkantsignaler (hver med varighedgh).

2.3.3 Spektrum af en toneimpuls

Ved mange tekniske anvendelser benyttes toneimpulser, d.v.s. signafmmiesaf et stykke af et ren-
tonesignal (se figu2.?)

acos(2mfot +60) forO<t<T
g(t) = { 0 el ) ellers (2.44)

hvor a, fo,0 0g T er konstanter. Spektret af dette signal kan let findes, idet man omsk(terinter-
vallet [0, 7] pa felgende rade

g(t) = g (ej96j27rfot + e—jee—ﬂwfot) : (2.45)

og dernzest fortolker udtrykket som anvendelse af frekvensforskydningsreglenfipkantsignal med
varighederi’. Man far da (se kap.3.1)

_aT (sin(n(f = fo)T) +jo —jmir—foyr , ST+ J0)T) _jo _in(s4fo)T
61 =5 (B e e T). 24
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Figur 2.6:Spektrum for trekantsignal.
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g(t)/a

T

Figur 2.7:Toneimpuls.

Dette udtryk er ikke let at overskue. Seettes T f til at veere et heltal, og forskydes signa%df mod
negativet-vaerdier, vil det indeholdg hele perioder af den rene tone, og spektret bliver

ol (sin(pr(f — fo)/fo) jo  sin(pm(f + fo)/fo) _jo\ , v
s (o= St ) =47
Med ¢ = 0 fas signaley.(t) og medd = —7 signalety,(t) (se fig.2.8) med spektrene
_a sin(prf/fo) f
G = TR -1 (249
og _
Gu(f) = 2SS/ fo) (2.49)

~gnfo (f/fo)? =1
Pa fig. 2.9 kan man seG.(f)| og |Gs(f)| for forskellige veerdier ap. Som det kunne forventes, vil

signalets samlede energi koncentreres i naerhedgn=at- f,, narp bliver stor.

2.3.4 Egenskaber for §-funktionen

De fleste ab-funktionens egenskaber fglger af formel manipulation med integraludtrykket

/ T g5 ()dt = 9(0). (2.50)

—00

Hermed kandis fglgende egenskaber:

Tidsforskydning

| ateyste — to)dt = g(to) (2.51)

—0o0

Foldning
g(t) * 8(t) = g(2). (2.52)
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g,(®) for p=3 g,(t) for p=4

1 1
0.5 0.5
8 8
£ 0 £ 0
mu D’u
-0.5 -0.5
-1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
T T
g,(t) for p=3 g (t) for p=4
1 1
0.5 0.5
g8 g8
[S] 2 0
2 o
(=2} o
-0.5 -0.5
-1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
uT uT

Tidstransformation
o0 1
/ 90 (kt)dt = 1179(0), (2.53)
Differentiation
/ g8 (t)dt = —g(0). (2.54)
Spektrum
o(t) — 1 0g 1< 6(f). (2.55)
Gentaget-funktion
S S(t—nAT) o -1 3 4 L, (2.56)
_ P LI ,

2.3.5 Spektrum af periodisk samplet signal

Ved et samplet signdbrstas det signal, der fremkommermet saedvanligt (skikkeligt) analogt signal
g(t) multipliceres med en reekkiefunktioner, d.v.s. signalet

g(t) - > ot —ty), (2.57)

hvor t,, er de tidspunkter, hvos-funktionerne "optreeder”. Saetter map = nAT, hvor AT er en
konstant (sampling-tidsintervalletrfman det periodisk samplede signal

gs(t) = g(t) Z 0(t —nAT). (2.58)
og man & spektret
g5(t) & ﬁ S Gf - mﬁ). (2.59)
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Figur 2.9:Spektre for toneimpulser.
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Figur 2.10:Spektrum af samplet signal.

Af udtrykket fremgar det, atG(f) er en periodisk gentagelse @ f) med periodenAl—T. Bemeerk, at
Gs(f) ikke forsvinder for| f| — oo. Dette skyldes naturligvié-funktionerne ig,(t). Figur2.10viser et
eksempel p spektret af et samplet signal. Sterrelgen- ﬁ betegnes samplingfrekvensen

2.3.6 Spektrum af et trappekurvesignal

Et "trappekurvesignaly, (t) fremkommer ved at folde et samplet sigpalt) med firkantsignaleg(t):

9¢(t) = gs(t) = gg(t), (2.60)
og dermed
Gi(f) = Gs()Gs(f). (2.61)
Er firkantsignalet givet ved
1 0
gr(t) = { . ell<er;< T (2.62)
fas (jf. kap.2.3.10g kap.2.3.9
_Lsin(ﬂfﬂ _jnfr > 1
Gl = x5y ¢ T 3 GU = myp). (2.63)

m=—00

Figur2.11viser eksemplerptrappekurvesignaler og deres spektre.

2.3.7 Samplingsaetningen

Betragter man etdndbegreenset signalt), d.v.s. et signal, om hvis spektru@( f) det geelder, at
G(f)=0  for |fl = fo (2.64)
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Figur 2.11:Spektre af "trappekurve” signaler.

kan man vise, at signalets veerdier til diskrete tidspunkter med tidsafstd@dgm! fuldstaendigt
beskriver signalets egenskaber. Dette kan geidglgende rade. Af signaley(t) dannes det samplede
signal

n;ooa (t — nE (2.65)
hvis spektrunG( f) skrives @& formen
Gs(f) =21y Y G(f —m2fy) (2.66)

(se figur2.12). Af udtrykket og af figur2.12ses det umiddelbart, at man ved hjeelp af et ideelt lavpasfilter
med overfgringsfunktioneH () kan isolerey(t)’s spektrum fraGs(f) og dermed skaffe sig kendskab
til g(¢)'s originale form.

Med
H(f)_ i |f‘ <fg (2 67)
1 0 elers '
er
G(f) = Gs(f)H(f), (2.68)
hvilket er ensbetydende med
g(t) = gs(t) = h(t), (2.69)
hvor h(t) < H(f). Da
_ sin(27 fyt)
h(t) = ngf (2.70)
far man Gt (t— )
n sin(27 f,(t —
/ n;m 2fg 2fg) 27ffg(gt —0) @ @71)
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Figur 2.12:Spektrum af originalt signal, samplet signal og ideelt filter for gendannelse.

eller
(2.72)

Z n Sln(27rfg(t - ﬁ))
g n
n=—00 g 27ng(7f - 7)
Heraf ses det, at enhver veerdigf) kan beregnes ud fre(t)'s veerdier til tldspunktern% Denne
saetning kan ogsformuleres i frekvensdomaenet, jf. symmetrireglarigigende rade: ﬁfremtggnalet

g; er tidsbegraenset, d.v.s., at
g(t) =0 for [t| > T (2.73)

er den fouriertransformered&( f) af ¢(¢) fuldsteendig bestemt ud fi@d( f)’s veerdier til frekvenserne
m /2T, hvorm er hel, og hvofl’ er konstant. Man finder

= m  sin(2rT(f — 55))

GN= 3 Cop) 5rr-p) (2.74)
2.4 Spektrum for analoge periodiske signaler
Foruierraekken for et analogt periodisk signal med periodetidberegnes ved
/2 j2m Tt
ATt 2.75
T /T/2 ( )
og det tilsvarende tidssignal ved
“+o00
> Gm)e* T (2.76)

m er her et heltal.

Et eksempel er vistdpfigur2.13 Bemeerk at der for fourierreekken kun findes frekvenskomponenter for
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Figur 2.13:Eksemple p periodisk analogt signal.

f = m/T uanset signalets udseende. Fourierraekken kamfoutes fra spektret for et signal(t) med
endelig energi

Gm) = G (2.77)
ge(t) < Ge(f)
“+oo
g(t) = > ge(t—kT) (2.78)
k=—o0

hvor signalety. (t) er gentaget med perioddn Bemzerk at der her ikke er nogeard @& periodetiden
T i forhold til signaletsg.(t)’s laengde.

Er g(¢) en strgm eller en spaending, vil den effedam signalet afseetter i en modsta@dlpohm, kunne
beregnes af

1 [z
p= f/ 9 (t)dt. (2.79)
-3

Parsevals formel udtrykker da, at signalets samlede effekt - undéebistn 1 ohms modstand - égs
kan findes som en sum af effekten af de enkelte harmoniske i signalets spektrum. | praksis benytter man
foruden effektbegrebet ogbegrebet RMS-vaerdaf et periodisk signal givet ved udtrykket

RMS{g(t)} = | 7 [ g2(0)dt = V5. (2.80)

De geengse regler for reelle analoge signaler med endelig effekt er vist Rtabel

2RMS = root mean square.
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Regneregler for reelle periodiske analoge signaler

gt) & Gm);  qi(t) & Giim);  galt) & Ga(m).

1. Linearitetsreglen

agi(t) + bga(t) & aG1(m) + bGa(m) (a 0gb konstanter).

2. Symmetrireglerer ikke relevant.

3. Tidstransformationsreglen

g(kt) Py G(m) (k en konstant)

4. Reglen om skift af tidsaksens retning

g(—t) & G(=m) = G*(m)

5. Reglen om forskydning af tidsaksens nulpunkt

g(t + to) & G(m)ejm%”0 (to en konstant)

6. Reglen om forskydning af frekvensaksens nulpunkt

g()e Tt L G(m +mg)  (mo en heltallig konstant)

2 1
() cos(m(]%t) £ 5(Gm —mo) + G(m + mo)).
2 1
g(t) sin(mo%t) L 2—(G(m —mgp) — G(m + myp)).
J
7. Differentiationsreglen
dig(t) ¢ 27 q
2= L (2 m) G(m)
8. Foldningsreglen
1 /L
7 [ 91Ot = 6)d6 & G (m)Gi(m)
09
g1(t)g2(t) & D Gi(q)Ga(m — q)
gq=—00
Parseval: .
1 /3 >
7/ gWd= 3 |Gm)P

Tabel 2.2:Regneregler for reelle periodiske analoge signaler

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

28 Kapitel 2. Reelle analoge og digitale signaler



0.8 3
2
0.6
1
g E
E04 Q0
o 2
= <
-1
0.2
-2
0 . : -3 ]
-15 -1 -05 0 0.5 1 15 -15 -1 -05 0 0.5 1 15
m m

Figur 2.14:Amplitude og fase for ren tone.
2.5 Signaleksempler for analoge periodiske signaler

Ligesom det er tilfeeldet ved signaler med endelig energi, er det nyttigt at kende spektret af visse basale
signaler med endelig effekt. Dette spektrum kan enten formuleres i fourierreekkesammenhaeng eller ved
anvendelse af-funktioner. Den sidstnaevnte metode giver dog teoretiske vanskelighedeadaane
begreber som amplitudespektrum, fasespektrum og signaleffekt, da kvadratedfunktion ikke er

en tilladt operation.

2.5.1 Spektrum af en ren tone

Det periodiske analoge signal
g(t) = acos(2m fot + 6), (2.90)

hvor a, fo 0g @ er reelle, positive konstanter, kaldes en ren tddets periodetid e’ = % og dets

spektrum indeholder kun 2 komponenter, som det ses af fglgende omskrivning

1 L , A
g(t) = 5 (aej9€]27rf0t + ae—j0€—]27rfot> ‘ (2.91)

Man far alts

Lae®i? form = +1
T o 2(16 m
g(t) & G(m) = { 5 ellers (2.92)
se figur2.14, hvorm = +1 svarer til frekvensern¢ = =+ f,. Signalets effekP er
1 1 1
Pe(2a)? 4 (2a)? = 242 2.
(50)° + (0)* = 5a*, (2.93)

og denne stgrrelse ealedes uafhaengig ablde f, og 0. Seetter marf, = 0, far signalet den konstante
veerdia cos(f). Et sadant signal er et greensetilfeelde af et periodisk signal, hvor periodefiden
oo. Det benaevnes et jeevnstrgmssignal (et DC-s)goal dets spektrum har kun en linie ved = 0
(svarende tilf = 0).

Ved visse anvendelser har man brug for at betragte en ren tone i sammenhaeng med signaler med endelig
energi. | &danne tilfaelde kan man fortolke udtrykket §gt) som anvendelse af frekvensforskydningsre-
glen & de konstante signalén exp(+j6). Med

%aexp(:l:j&) — %aexp(ij@)é(f) (2.94)
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Figur 2.15:Spektrum af springfunktion moduleret med cosinus startende-til.

far man umiddelbart

acos(27 fot + 0) — %aejaé(f — fo) + %ae*j%(f + fo). (2.95)

Udtrykkes DC-signaletspektrum g tilsvarende vis,ds’.
acos(f) < acos(0)o(f). (2.96)

Som et eksempeldpet signal, hvor man kan have nytte af en spektral beskrivelsehatktioner, kan
naevnes

g1(t) = u(t)a cos(2r fot + 6), (2.97)
hvorw(t) er springfunktionen. Med
u(t) < %5(1‘) - j271rf (2.98)
bliver
Gi(f) = G0 5(f ~ fo) + yae I 5(F + o)
—j 2aej927r(f1_f0) + ;ae—ﬂ’m : (2.99)

Dette spektrum, som ses afbildet figur2.15 beshr altsx af 25-funktioner vedf = +f; hidrgrende
fra signalets "periodiske del” samt af en del, som ikke har liniekarakter, og som hidrgrer fra, at signalet

starter tilt = 0.

®Bemeerk, at spektred, (f) for et signalg, () med endelig energi udmaerket kan vagr® ved f = 0, uden at signalet
derfor har en DC-komponent, jf. identiteten

Ga(0) = /Oo ga(t)dt.

Tilstedeveerelsen af enfunktion til f = 01 G (f) indikerer derimod, at signalet har en DC-komponent.
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Figur 2.16:Periodisk firkantsignal.

2.5.2 Spektrum af et periodisk firkantsignal

Det analoge signaj(t), som er specificeretypfalgende rade i en periode

a for t] <
g(t) = (2.100)
0 for 7 <|t|< L,

M|

hvor a og 7 er reelle, positive konstanter, kaldes et periodisk firkantsigmed perioderi” (se figur
2.16.

Da signalet er en lige funktion af er dets spektrurti(m) reelt, og &s fra@.2) og (2.36) til
, (2.101)

se figur2.17. PA samme figur ses ogsmplitudedelent, (m) og fasedelew, (m) af signalets spektrum
givet ved

: (2.102)

—m for (2p+1)T/7 <m< 2p+2)T/r, m > 0
dom)=4 0 for T/t  <|m|< (2p+1)T/r (2.103)
m for 2p+1)T/7 <|m|< (2p+2)T/7, m<O.

Signalets effek findes lettest af

e
P= T/_Q a2t = a? T (2.104)

Af udtrykket for G(m) fremaar det, atG(0) = at/T, hvilket altsa betyder, aty(t) har en DC-
komponent. Dette frenég ogg umiddelbart af figuR.16 idet

G(0) = % / ? adt. (2.105)

Fjernes denne DC-komponenasfsignalet,, (t), som er vist @ figur 3.
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Figur 2.17:Spektrum for periodisk firkantsignal med7T = 0.4.
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Figur 2.18:Firkantsignal og dets spektrum foy 7' = 1/2.

Forr = T'/2 fas seerligt simple forhold frem, idet faktoren
sin(mnt/T)
mat /T

har nulpunkter for alle lige veerdier af # 0. | dette signals spektrum optreeder der - foruden DC-
komponenten - kun ulige harmoniske, se figut8

(2.106)

2.5.3 Spektrum af et periodisk trekantsignal

Det periodiske trekantsignal

0 for -2 <t< 0
gt)=4¢ a(l—t/7) for 0 <t< 7 (2.107)
0 for 7 <t< L

92
hvor a og 7 er positive konstanter, har et spektruiim), som lettest findes ud fra spektret af det
tilsvarende signal med endelig energi, se kap.2 Man far da

G(m) = lar (sinQ(mWT/T) ny 1 <sin(m27TT/T) B 1)) ‘ (2.108)

T 2T \ (mrr/T)? mnt /T m2n1 /T

Opspalteg(t) i en lige delg;(t) og en ulige deb,, (t) givet ved

) (@ —Jt|/r) for It| < 7
alt) = { 0 for = <|t|< L. (2.109)
—sa(l+t/7) for —7 <t< 0
gu)=¢ 3a(l—t/7) for 0 <t< 7 (2.110)
0 for 7 <lt|< I,
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se figur2.19 erg;(t) L Gr(f) 0ggu(t) & JG1(f).

Signalets effeki er
2

a T
Af udtrykket for G(m) ses det, at man for = T far et signalg; (¢) vist pa figur 2.20 som g@neer
DC-komponenten har et rent imaginaert spektrum

1

5a form =20

Gi(m) = (2.112)
—1% form # 0.

2mm

Dette signals DC-komponent tegner sig for 3/4 af signalets samlede effekt. Som det ses, er disse analoge
periodiske trekantsignaler ikkédbdbegraensede, hvorfor der ikke findes digitale signaler, som er eekvi-
valente hermed.

2.6 Spektrum for digitale signaler med endelig energi

Spektret for et digitalt signal med endelig enegyfi) er givet ved

+o0
G(f)= > g(n)e ?mnal (2.113)

n=—oo

og den tilsvarende inverse transformation ved

g(n) = ; [ 7/22G(f)eﬂ”f”“df (2.114)

hvor f, = 1/AT er samplingfrekvensen. Et signaleksempel er \asfigur2.21. Bemaerk at det digitale
signal har et (stykvis) kontinuert spektrum, som er periodisk med perifdens.G(f) = G(f—mfs).

Spektret for en samplet version af et signal med endelig energi er

1 = m
G(f) = AT Z Ge(f*ﬁ) (2.115)
g(n) = ge(nAT).

Spektrene i onédet fra— f, /2 til f;/2 er her kun ens, hvi&.(f) ikke har komponenter ovéf| > f,
svarende til at samplingfrekvensen overholder samplingseetningen (se@ &fshit

De gaengse regler for reelle analoge signaler med endelig effekt er vist 2t8bel

2.7 Signaleksempler for digitale signal med endelig energi

Til hjeelp ved praktisk anvendelse af regnereglerne og til anden brug, er der her beregnet spektret af et
par ofte benyttede digitale signaler.
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Figur 2.19:Trekantsignaler og tilsvarende spektre.
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Figur 2.21:Eksempel p digitalt signal med endelig energi.
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Regneregler for reelle digitale signaler med endelig energi

gm) L G(f); gi(n) X GL(f);  g2(n) 2T Galf).

1. Linearitetsreglen

agi(n) + bga(n) =4 aG1(f) +bGa(f) (a 0ogbkonstanter). (2.116)

2. Symmetrireglerer ikke relevant.

3. Tidstransformationsregleaar ikke relevant.

4. Reglen om skift af tidsaksens retning

g(—n) L G(-f) =@ (f) (2.117)

5. Reglen om forskydning af tidsaksens nulpunkt

g(n+ng) % G(f)ei2™moAT (0 en heltals konstant) (2.118)

6. Reglen om forskydning af frekvensaksens nulpunkt

g(n)e12mfonAT 2T cip 4 £y (fo en konstant) (2.119)

1

g(n) cos(2m fonAT) &5 Z(G(f — fo) + G(f + fo)).

N |

Ar 1

g9(n)sin(2m fonAT) ‘= *( (f = fo) = G(f + fo))-

7. Differentiationsregleer ikke relevant.

8. Foldningsreglen

[e.e]

> qik)ga(n — k) & Gi(£)Gal(f) (2.120)
0g o
g1(n)ga(n) 2;9/ G1(s)Ga(f — 5)ds (2.121)
Parseval:
> =g [ 60y 2.122)

Tabel 2.3:Regneregler for reelle digitale signaler med endelig energi
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2.7.1 Spektrum af den digitale §-funktion

Den digitales-funktion er defineret ved

on) = { 0 ellors (2123)
Dette signals spektrum findes af
i §(n)e I¥m AT (2.124)
og dermed s let fouriertransformationsparret
5(n) — 1. (2.125)

Det ma i denne sammenhaeng understreges, at den digifatektion er et helt seedvanligt digitalt signal

i modseetning til den analogefunktion 6(¢), som hgrer til blandt de generaliserede funktioner. De to
d-funktioner benyttes dog i praksisstort set samme &de inden for de respektive signaltyper, f.eks.
til fremskaffelse af et filters impulssvar.

2.7.2 Spektrum af et digitalt firkantsignal

Signaletg(n), som er givet ved

a 0<n<N-1
9(n) = { 0 ellers (2.126)

hvor N er et helt tal ogz en konstant, kaldes et digitalt firkantsignal. Dets spekttifyi) findes af
reekken

N—-1
G(f) =" ae7?m/naT, (2.127)
n=0
som summeres til _ NAT
G(f) = o BEINAT) _jrgv-1)ar (2.128)

- sin(m fAT)

Opspaltes7(f) i realdel og imagineerdelas
sin(mf NAT)

Gr(f) = amcos(ﬂf(N—l)AT)
Gi(f) = —aWsin(ﬂf(N—l)AT), (2.129)

som begge ses afbildeddigur2.23 Bemaerk, at begge disse udtryk naturligvis er i overensstemmelse
med signalets opspaltning i en lige del og en ulige del (se fd2f). Spektrets amplitudedel og fasedel
findes (& den seedvanlige &de, og disse to dele er @gegist pa figur2.23

Spektret af det digitale firkantsignal kan égsdtrykkes a formen

sin(m fNAT) T fAT . e—ITF(N=1)AT

G(f) =aN TfNAT  sin(nfAT) |

(2.130)

hvilket understreger relationen til det analoge firkantsignal.
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Figur 2.22:Digitalt firkantsignal.
2.8 Spektrum for digitale periodiske signaler

Den diskrete fourierraekke for et periodisk digitalt signal med periadesr givet ved

mn

G( )—iNzél (n) i (2.131)
m—Nn:Ogne .

og den tilsvarende inverse transformation ved

N-1
g(n) = Z G(m)e’*™ v (2.132)

m=0

Bemeerk at samplingtidsintervallet ikke irttg disse udtryk, men implicit er fourierreekken naturligvis
afhaengig af samplingfrekvensen. Et signaleksempel er &ifigpr2.24 For denne signaltype eaéte
signal og spektrum diskret. Frekvensen, der svarer til den harmoniske komponeniig m /AT.

En periodisk version af et digitalt signal kan skabes ved

+o00
gp(n) = > g(n—kN) (2.133)
k=—00

hvorved forurierraekken bliver givet ved

1 m

~GlAT) (2.134)

Gp(m) =

Herved kan ogs ses hvordan sampling frekvensen forsvinder fra beregningen af spektref. ¢tsisit-
tes medn/(NAT) i eksponentialfaktoren (113 fas

eI NATNAT = =i (2.135)
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Digitalt signal med endelig effekt
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Figur 2.24:Eksempel p digitalt signal med endelig effekt.

Tabel 2.4, side42, rummer en sammenstilling af regneregler for periodiske digitale signaler og deres
spektre. Oga disse regler kan let udledes af relationerne mellgm) og G(m). Det antages her i
lighed med tidligere, ag(n) er reel, og dette har til falge, at

G(m) = G*(—m). (2.136)

En opspaltning af et vilrligt periodisk digitalt signal i en lige del(n) og en ulige deb, (rn) giver

an) & Grm)
& jGr(m). (2.137)

Som det frem@r af tabellen, findes der en symmetriregel for diskrete fouriertransformetdeldes som
det og# er tilfeldet ved analoge signaler med endelig energi. Derimod har hverken tidstransformation
eller differentiation nogen mening for periodiske digitale signaler.

Et digitalt periodisk signals samlede effekberegnes af

1 N-1 N-1
p=+ 2 9*n) =) |Gm). (2.146)
N n=0 m=0
Dets RMS-veerder defineret som ved periodiske analoge signaler

RMS{g(n)} = \/p. (2.147)
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Regneregler for reelle periodiske digitale signaler

g(n) & Gm);  gi(n) & Gi(m);  galn) & Ga(m).

. Linearitetsreglen

agi(n) + bga(n) &Gy (m) 4+ bG2(m) (a 0gb konstanter). (2.138)
2. Symmetrireglen
G(n) & %g(—m). (2.139)
3. Tidstransformationsregleaar ikke relevant.
4. Reglen om skift af tidsaksens retning
g(=n) & G(=m) = G*(m). (2.140)
5. Reglen om forskydning af tidsaksens nulpunkt
g(n+no) & G(m)e?™v™  (ny en heltallig konstant) (2.141)
6. Reglen om forskydning af frekvensaksens nulpunkt
g(n)e 275" & Gm +mg)  (mg en heltallig konstant) (2.142)
1
g(n) COS(QW%n) & 5(G(m = mg) + G(m +my))
1
g(n)sin(2r—2n) & 2—j(G(m — mo) — G(m + my))
7. Differentiationsregleer ikke relevant
8. Foldningsreglen
1 N1
=Y 91(@)g2(n — q) & G1(m)Ga(m) (2.143)
q=0
N—1
g1(n)ga(n) & Z G1(q)Ga(m — q). (2.144)
q=0
Parseval:
1 N-1 , N-1 )
v 2 0 = |Gm)*. (2.145)
n=0 m=0
Tabel 2.4:Regneregler for reelle periodiske digitale signaler
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2.9 Signaleksempler for digitale periodiske signaler

2.9.1 Spektrum af en ren tone

Det digitale rentonesignalr givet ved udtrykket

g(n) = acos(2rn/N + 6), (2.148)

hvora, N 0ogd er positive konstanter. Period@hskal vaere et helt tal dremt periodicitetsbetingelsen
g(n + N) = g(n) skal veere opfyldt for alle.. Dette betyder, at ikke alle frekvenser kan realiseres. De
mulige frekvensey, beregnes af

1
Jo= IAT (2.149)
hvor g er et helt tat> 2. Signalets spektrur&(m) er
saets’ = +1
. sae7,m
Gm) = { 0 ellers (2.150)

Der er sekvivalens mellem det digitale rentonesignal og det analoge rentonesignal med samme frekvens.
Det digitale DC-signal er givet ved, atn) har samme konstante veerdior alle n. Dets spektrum er

a form=0
Gm) = { 0 ellers (2.151)
2.9.2 Spektrum af et periodisk firkantsignal
Det periodiske digitale firkantsigna(») med periodenV er givet ved
_Ja for 0 <n< Ny—1
g(n>{0 for No <n< N-1 (2.152)
har spektret
Gm) = Ny sin(mmNo/N) e—jmTr(No—l)/N7 (2.153)

—'N Ny sin(mm/N)
se figur2.25 Som det ses, adskiller dette spektrums form sig noget fra formen af det analoge firkantsig-
nals spektrum. Dette er en naturlig folge af, at der ikke er aekvivalens mellem de to signaler, da det
analoge signals spektrum ikke ermlbegraenset. Det aekvivalente analoge signal karésigup2.26
Bemeerk i gvrigt, ay(n) kun kan blive en lige funktion afi, safremt signalets varighel er et ulige
tal.
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KAPITEL

TRE

Komplekse signaler

| forbindelse med en raekke signalbehandlingsopgaver er det hensigtsmaessigt at benytte komplekse sig-
naler, f.eks. ved karakterisering af den diskrete fourier transformation (se kéypiglved naling af
blodets hastighed (se afsfit).

Et komplekst signaj(t) er et signalpafgr(t), g:(t) }, hvorgr(t) ogg;(t) er seedvanlige reelle signaler,
saledes at

9(t) = gr(t) + jgr(t). (3.1)
For et komplekst digitalt signal geelder tilsvarende

g(n) = gr(n) + jgr(n). (3.2)

Analogt med begreberne, som benyttes ved det komplekse spektrum, kan raarotege komplekse
signaler @& formerne

9(t) = ag(t) exp(jog(t)) 09  g(n) = ag(n)exp(jiby(n)), (3.3)

hvor

ag(t) = +/9R(t) + g7 (1),

ag(n) = /gh(n) +gi(n),

= arctan 9:(t)
y(t) = arct <gR<t>>
gf(n)>
gr(n)

ay(t) 0gay(n) benaevnes undertiden indhyllingskurven §ot) henholdsvisy(n).

(3.4)

)

hg(n) = arctan(

Sadanne komplekse signaler er ofte nyttige i praksis, idet visse signalbegreber og visse former for signal-
manipulation lettere kan overskuesyrmlette hjeelpemiddel bringes i anvendelse. Blandt de komplekse
signaler spiller de analytisken fremtreedende rolle, hvorfor denne delmaengde omtales naermere i kap.
3.2

3.1 Spektrum af et komplekst signal

Spektret af et komplekst signal findes ved anvendelse af de ssedvanlige udtryk for fouriertransformation-
spar, se ka®.20g kap.2.6.
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En folge af, aty(¢) eller g(n) er kompleks, er, at de saedvanlige lige-ulige egenskaber ved realdelen
og imaginaerdelen (samt ved amplitudedelen og fasedelen) af spekttabty For komplekse signaler
haves

g ) = G(=f) o9 g'(n) < G(-f), (3.5)
som det let kan vises. Udtrykkes det komplekse analoge sighapa formen
g(t) = g1(t) + jga(t), (3.6)

hvor g, (t) 0g g2(t) er relle signaler og; (t) < G1(f) 0gga(t) < Ga(f), fas

01(t) = 5(9(t) + 4" (1) = C1(f) = 5(C) +E () 37)
o0 1 1
0t) = ~ig(o(t) 9" (1)) = Galf) = L (G() ~ C*(~)). 38)

Bruger man index? som betegnelse for "realdelen af’ og indEXor "imaginaerdelen af”, giver nogle
enkle regninger udtrykkene

Gr(f) = Gir(f) — Gal(f)
Gi(f) = Gulf)+ Gar(f). (3.9)

Tilsvarende relationer kan selvfglgelig opskrives for komplekse digitale signaler.

3.1.1 Regneregler for komplekse signaler

Det grundlaeggende saet af regneregler for fouriertransformationspar geelder naturligvisrdgsm-
plekse signaler. | tabél.1 ses en kort oversigt over regnereglerne for de analoge signaler og Btabel
tilsvarende regler for de digitale signaler. Af taBel ses det specielt, at man rarfen mere vidtgende
symmetri mellem et komplekst analogt signal og dets spektrum.

3.1.2 Lineeer bearbejdning af komplekse signaler

Safremt et komplekst signal skal underkastes en lineger bearbejdning, f.eks. en filtrering med et tidsin-
variant lineaert system, modsvarer dette naturligvis en filtrering af signalets real- og imagineerdel med
det pagaeldende filter. Er filtrets impulssvar reelt, bliver der&attde om to filtreringer, hvorimod man

med komplekst impulssvaraudfare fire reelle filtreringer, se fig@rL

Som eksempeldet ofte anvendt filtérmed komplekst impulssvar kan naevnes

%ejm%" 0<n<N-1
hm(n) = . (3.26)
0 ellers

Filtrets overfgringsfunktion, som let findes til

_ L sinw(fNAT —m) . (N_1)(fAT—m/N)
Hnlf) = N s r(FAT —m/N) ¢ ’ 3.27)

er en funktion af parameteren. Den ses afbildetgfigur3.2tillige med filtrets impulssvar.

1Jf. den diskrete fouriertransformation, se kap.
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Regneregler for komplekse analoge signaler

. Linearitetsreglen

agi(t) + bga(t) < aG1(f) + bGa(f), ao0gbkonstanter (3.10)
. Symmetrireglen
G(t) < g(=f) (3.11)
. Tidstransformationsreglen
1 . f "
g(kt) < WG(E)’ k en positiv, reel konstant (3.12)
. Reglen om skift af tidsaksens retning
9(=t) = G(=f) (3.13)
. Reglen om forskydning af tidsaksens nulpunkt
gt +to) — G(f)e’*™ o t, en reel konstant (3.14)
. Reglen om forskydning af frekvensaksens nulpunkt
g(t)e 1Nt . G(f + fo), fo en reel konstant (3.15)
. Differentiationsreglen
dPyg(t) , . dPG(f)
TR (2 YPG(f), (—j2mt)Pg(t) < T p er et helt tal (3.16)
. Foldningsreglen
g1(t) * g2(t) & G1(f)G2(f);  g1(t)g2(t) < G1(f) * Ga(f) (3.17)
Parseval: - -
| g = [~ cuneinir (3.18
Tabel 3.1:Regneregler for komplekse analoge signaler
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Regneregler for komplekse digitale signaler

gn) LG an) LGS galn) 2 Ga(f)

1. Linearitetsreglen

agi(n) + bga(n) e aG1(f) +bGa(f), aogbkonstanter

2. Symmetrireglerr ikke relevant

3. Tidstransformationsregleaar ikke relevant.

4. Reglen om skift af tidsaksens retning

g(-n) L a(-f)

5. Reglen om forskydning af tidsaksens nulpunkt

g(n +nop) e G(f)eI?™ImoAT ) et helt tal

6. Reglen om forskydning af frekvensaksens nulpunkt

g(n)e=32mfonAT 2L ¢ 4 ) £, en reel konstant

7. Differentiationsreglen

At PG(f)

(2T () 7 250,

p et helt tal

8. Foldningsreglen

g1(n) * ga(n) 25 GL(F)Ga(f);  g1(n)ga(n) 25 Gr(f) * Ga(f)

Parseval:
[ee] i 1 fg
> giln)gs(n)

Yy = o |, @naitnd

Tabel 3.2:Regneregler for komplekse digitale signaler

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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3.2 Analytiske signaler

Et analytisk signal er et signal, hvis spektrum er "ensidigt”. Dette betyder for analoge signaler, at dets
spektrum= 0 for f > 0 eller f < 0, hvorimod det for digitale signaler, hvis spektre er periodiske,
indebeerer, at spektret enten=er0 for —f, < f < 0 og i de hertil svarende dele af det periodiske
spektrum, eller fof < f < f, samti de til dette on&de svarende dele af spektret. Den ovenfor anfarte
betingelse p et analytisk signals spektrum giver étnol mellem realdelen og imaginzerdelen af det
komplekse signal.

3.2.1 Analytiske analoge signaler

Tager man udgangspunkt i et reelt signél) med spektreG(f), vil der om det tilg(¢) svarende ana-
lytiske signalz,(t) geelde, at

2G(f) for f>0
24(t) = Zy(f) =4 G(0) for f=0 (3.28)
0 for f<O.
Af dette udtryk ses det umiddelbart?at

Zy(f) = [L+sgn(f)IG(f). (3.29)

DajL < sgn(f), er dette ensbetydende med

(t) = (3(0) + ) * (1), (3:30)
Indfares her )
g (t) = g(t)* —. (3.31)

som beneevnes den hilberttransformerafdgt), ses det, at

zg(t) = g(t) + jgu(t). (3.32)

Bemeerk, at;(t) ogsa er analytisk med spektret

0 for f>0
Zy(=f)=4q G(O) for f=0 (3.33)
2G(f) for f <O,

og at man fglgelig har, at

o(0) = 5(z5(0) + 5 (1), (334)
Skriver manz,(t) pa formen
zg(t) = a-(t) exp(jip= (1)) (3.35)
vil
g(t) = ax(t) cos(y=(t)) 09  gr(t) = ax(t)sin(¢z(t)). (3.36)

Safremt et analytisk signal,(¢) filtreres med et filter med reelt impulssva(t), vil udgangssignalet
y(t) fra filtret veere givet ved

y(t) = h(t) * z4(t) = h(t) * g(t) + jh(t) * gu(t). (3.37)

ngr(f) angiver fortegnsfunktionen, som giver for f > 1, —1 for f < 0 og 0 forf = 0.
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Betegnes den hilberttransformerede:&f) medh g (t), far man umiddelbart, at

y(t) = g(t) * (h(t) + jhu(t)) = g(t) * 2 (t). (3.38)

Denne relation er undertiden nyttig at anvendr, man gnsker at arbejde med analytiske signaler, og
der blot foreligger et reelt signal som startgrundlag. Bemeerk&t) normalt er akausal.

Anvender man symmetriregleragle analytiske signaler, kan man konstatere, at realdelen og imag-
ingerdelen af et kausalt signals spektrum er hinandens hilberttransformerede. Denne og en raekke andre
egenskaber for hilberttransformationen kan finde i t&b&ll tabellen angivef{ hilberttransformation

0gg(t) = H{g(t)}.

3.2.2 Analytiske digitale signaler

Benyttes i dette tilfeelde et reelt digitalt sigrgh) < G(f) som udgangspunkt, vil spektret af det hertil
svarende analytiske sigﬁalg(n) veere givet ved

2G(f) for 2pfy,<f<(2p+1)f,
zg(n) < Zg(f) =1 G(f) for f=2pf, (3.49)
0 ellers,

hvor p er et helt tal. Til spektret

1 for 2pfy<f<@p+1)f,
0 for f=2pf, (3:59

-1 for +(2p—1)f, < f <2pf,

svarer signalet

2. 9, T
— — 3.51
j—sin(n3), (3.51)
hvorfor man straksar 5
. ) m
zg(n) = (6(n) —i—jE 51n2(n§)) x g(n). (3.52)

| analogi med forholdene i kaB.2.1benaevnes

2 .
g (n) = g(n) * o 81112(715) (3.53)
den_hilberttransformereds g(n), og man har da
zg(n) = g(n) + jgu(n). (3.54)

For digitale filtre med reelt impulssvai(n) geelder @ lignende vis som anfart i kap.2.1at
h(n) x z4(n) = g(n) * zp(n), (3.55)

hvor z;,(n) = h(n) + jhu(n) = h(n) + jh(n) * 2 sin®(nZ).

nm

3Formelt set kommer man i matematiske vanskelighedemman overfgrer begrebet analytisk signal til de digitale signaler.
En stor del af disse problemer kan imidlertid dsgg&fremt man A passende vis anvender, at der til et digitalt signal svarer et
aekvivalent analogt signal.
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Egenskaber for hilberttransformationen

1. Linearitet
H{ag:(t) + bg2(t)} = agi(t) + bga(t), a 0gb konstanter

2. Forskydning af tidsaksens nulpunkt

H{g(t+1t0)} = g(t+to), toenreelkonstant

3. Hilbertransformeret af hilbertransformeret

H{H{g(t)}} = —g(t),

4. Invers hilberttransformation

o) =1 ()} = - |

—oo T(t —u)

5. Lige/ulige egenskab

g(t)lige < g(t) ulige
g(t) ulige < g(t) lige

6. Energibevarelse

| swar= [ g

—00 —00

7. Ortogonalitet
| s =o

8. Modulation
H{g(t) cos(2m fot)} = g(t) sin(27 fot)
hvis
_JGU) IfISF fo>F
G = { 0 ellers
9. Foldning

H{g(t) * h(t)} = g(t) = h(t) = g(t) * h(t)
10. Spektrum
H{Gr(f)} = =Gi(f),  H{Gi(f)} = Gr(f)

hvorg(t) — G(f) = Gr(f) + jG1(f) 0gg(t) er kausal.

Tabel 3.3:Egenskaber for hilbertransformationen.

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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Figur 3.3:Konstruktion af analytisk signal.
3.3 @jebliksamplitude og gjebliksfrekvens

For et lhndbegreenset reelt signdk) med gvre greensefrekverfis geelder der det seerlige, at man ved
anvendelse af reglen om forskydning faBksens nulpunktdr et analytisk signal,ar forskydningen
|fo| > f,, se eksemplet®pfigur3.3. Man finder altd, at det komplekse signad(t) = g(t)e2™/ot er
analytisk(| fo| > f4). Med

zo(t) = go(t) + jgom (¢), (3.56)
hvor go (t) er den hilberttransformerede af det reelle signét), fas da umiddelbart

go(t) = g(t) cos(2m fot) 09  gom(t) = g(t)sin(27 fot). (3.57)

Antager man nu, aj(t) > 0, ses det straks, at

az(t) = g(t) 0g :(t) =2 fot. (3.58)

@jebliksamplitudenaf zy(¢t) er da g(t), og starrelseny’(t)/2r kan siges at veere signalets
ajebliksfrekvensse eksempletédfigur3.4.

Opgives betingelserdy(t) sdledes, ay(t) kan veere Ade positiv og negatjbliver gjebliksamplituden
a.(t) = |g(t)|, og fasedelen af det analytiske siggialt) vil f & spring @£ til de tidspunkter, hvoy(t)
skifter fortegn. Det vil dog stadig veerélsdes, at)’ (t) vil vaere proportional med gjebliksfrekvensen,
nar der ses bort fra diskontinuitetspunkterne (se f&y6y.

Begreberne gjebliksamplitude og gjebliksfrekvens kan formelt overfares til det almindelige tilfeelde,
hvor det analytiske signal(t) er givet @ formena. (t) exp(j1.(t)). Pa figur3.6 ses et eksempel, hvor
1, (t) har en ikke-lineaer variation med tiden.

Ogsa ved ikke-analytiske signaler finder disse begreber anvendelse, ligesom det er muligt at definere
tilsvarende starrelser for digitale signaler (jf. k&2.2. Da

¥ (t) = arctan g;(g) (3.59)

fas det ved differentiation, at gjebliksfrekvensenzokgan udtrykkes @ formen

V') 1 g(O)gu(t) —gu(t)g'(#)
o 2w gg )+ g%t (3.60)
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Figur 3.4:@jebliksamplitude og -fase for analytisk signal.
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Figur 3.5:@jebliksamplitude og -fase for analytisk signal med diskontinuitetpunkt.
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3.3.1 Lineeert FM-signal

Det komplekse signalxp(jrrt?), hvorr er en konstant, har visse interessante egenskaber. Af udtrykket
for signalet ses det straks, at amplitudedelen af signaletay at signalets fasedel er givet ved

U(t) = mrt?. (3.61)
Pa figur3.7 ses signalet afbildet. Signalets spektrum findes formelt af
GFM(f) — /Oo e]'ﬂ’r‘thijﬂ'ftdt — e*]’ﬂ'f2/r /OO ejﬂr(tff/r)tzdt _ \/;ejﬂfQ/T. (362)
— 00 —00 T

Signalets amplitudespektrum er altsonstant (uafhaengig af frekvensen), og dets fasespektrum varierer
kvadratisk med frekvensen. Bemaerk ligheden mellem signal og spektrum.

Signalets gjebliksfrekveng kan findes tit
fi = (t)/2m = rt. (3.63)

f; vokser alté lineaert med tiden aedes som man ogkan se f figur3.7, og dette er grunden til, at
signalet betegnes et lineeert frekvensmoduleret signal

Det ses umiddelbart, at dette signal ikke tilhgrer meengden af signaler med endelig energi. Det gar
derimod signalet

g(t) = a(t) exp(jm“t2), (3.64)
hvora(t) er et passende valgt reelt signal. Dette signals spekf(ifi) kan fas af udtrykket
G(f) = eI/ / a(t)e™ /=07 g, (3.65)

“Heraf ses det, at konstanterangiver, hvor hurtigt frekvensen af signalet aendrer sig med tiden (f.eks. i Hz/sek).
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Figur 3.7:Komplekst FM-signalry;(t) = exp(jrrt?).
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Formen af|G(f)| er alts bestemt af en foldning af de to funktioneff) og exp(jrrf?). Medens
resultatet af denne foldning ikke altid lader sig direkte beregne, kan man for "meget store” veerdier af
parameteren benytte sig af fglgende bekvemme tilneermelse.

Om signalet
Ay(t) = \/?exp(jwptz) (3.66)

geelder det, ah\,(¢t) — 4(¢), narp — oo. Folgelig vil man for store veerdier af produkiét, hvor T er

"varigheden” afa(t), have, at
G(f) ~ a(i) : ﬁ eI/ (3.67)

T

safremta(f) er kontinuert.|G(f)| har under disse betingelser omtrent samme form ga)| (dog
passende skaleret).

Af fouriertransformationsparret

a(t) * exp(jm‘tz) — Go(f) - \/gexp(—jﬂjﬁ/r), (3.68)

hvor a(t) < G4(f), kan man med lignende betragtninger som ovenfor samt ved anvendelse af sym-
metrireglen &, at signalet(t)  exp(jnrt?) vil have en indhyllingskurve af formejd:,,(f)| passende
skaleret og forskudt, ar produktetrT" er lille. Figur 3.8 ses eksemplergfoldningsresultater for et
firkantsignal, hvis varighed aendres.

Bemeerk, at man,aremta(t) er tidsbegraenset, d.v.s. starterttic ¢; og slutter tilt = ¢, far et FM-
signal med "startfrekvensemt; og "slutfrekvensen?t,. Dette kan naturligvis ogsoprais ved passende
anvendelse af reglen om forskydning af frekvensaksens nulpunkt.
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KAPITEL

FIRE

Anvendelse af den diskrete
fouriertransformation

En meget anvendt beregningsprocedure inden for digital signalbehandling er den diskrete
fouriertransformatiorfi det falgende forkortet til DFT), som kan udtrykke& formen

1 Nl . 2T
G(m) = — > g(n)e/"w"
N n=0
N-1 g
g(n) = G(m)e™ " (4.1)
m=0

Set fra et signalanalytisk synspunkt giver disse formler sammenhaengen mellem et periodisk digitalt
signalg(n) (med perioderV) og dets spektruré(m), jvf. afsnit2.8. Hermed kan man alisumiddelbart
beregne spektret foaganne signaler eller signalet hgrende til et forelagt spektrum.

Imidlertid gar formen af disse udtryk dema selegnede til numeriske beregninger - her er ingen uen-
delige greenser, intergraler eller lignende -, at deddiyisder anvendelse til andre opgavetyper, f.eks.
spektralanalyse og filtrering af alle former for analoge og digitale signaler foruden numerisk lgsning af
differens- og differentialligninger m.m. Relationerne og deres anvendelse vil derfor blive studeret ngjere
i dette kapitel.

4.1 Relation til andre fouriertransformationer

| kapitel 2 er gennema@et relationerne mellem de forskellige fouriertransformationer for analoge og dig-
itale signaler. Heraf ses, at det under passende forudsaetninger er muligt at benytte en DFT til beregning
af spektret for de forskellige signaltyper. Dette er af stor praktisk betydning, da det stort set altid er
DFT’en eller dermed besleegtede teknikker (se atibm den hurtige fouriertransformation), som er
implementeret i signalbehandlingsprogrammel

For et digitalt signab,.(n) med endelig energi og en varighed y samples er relationen til den DFT
G4p(m) for det tilsvarende periodiske signal med periodégivet ved

Gao (yaz ) = NGaplm) (4.2)

Dette svarer til ayq. er gentaget med en periodé fy samples. Det kanadede ses, af4,(m) er en
samplet version afi 4. (f) for frekvensernef = m/(NAT) som vist @& figur4.1 De mellemliggende

1| appendixH er gennemget programmet Malab og dets implementring af DFT’en i afisift
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Figur 4.1: Spektrum for digitalt signal med endelig energi og de tilsvarende veerdier fra den diskrete
fouriertransformation.

veerdier i spektret kanasvises approksimativet ved at lave linier mellem de samplede veerdier. For
fa spektralveerdier (lilleV) giver det en ukorrekt gengivelse af spektret for mellemliggende veerdier,
og oftest ggesV for at en korrekt praesentation af spekirdtorggelsen afV gares ved at tilfgje et
antal samples med veerdien nul til signalet (zero paddingnuelsk). Herved gges den tilsyneladende
periodetiden og antallet af beregnede vaerdier, og en mere korrekt preesentatigr /af oprés. Et
eksempel er vistdfigur4.2

Den diskrete fouriertransformation kaalsdes benyttes for begge typer digitale signaler, og kaé ogs
benyttes p passende samplede analoge signaler. For at der skal veere aekvivalens mellem spektrene
kraeves her, at det analoge signal antfbegraenset og samplétesies at7,.(f) = 0 for | f| > fs/2,

hvor G,..(f) er det analoge signals spektrum. Fra af@rithaves at

1
AT

hvor g4 (t) er det aekvivalente digitale signal. Under disse forudseetniageefationen til den DFT

Gde(f) = Gae(f) = stae(f)a for |f’ < fs/2 (4-3)

Gae (az) = 7 NGam) (4.4)

For et periodisk analogt signal haves

1 m
Caplm) = 7:Cc <T> (4.5)
Antages det al' = NAT 0g Gy,(m) = 0 for || > fs/2 fas
1 1
Gap(m) = mesde(m) = de(m) (46)

Resultatet fra den DFT karakedes direkte benyttes.

2Forggelsen afV skal naturligvis ikke forveksles med at signadet (n) har N diskrete spektrale komponenter. Spektret
vi til alle tider veere stykvis kontinuert med en frekvensakseed definitionsmaengden de relle tal.
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Figur 4.2:Effekten af forggelsen av i beregningen af spekiret.

4.2 Den hurtige fouriertransformation

Nar man skal udnytte udtrykkene ovenfor til praktiske beregninger, stader man - trods deres skikkelige
form - pa problemer, idet der i hvert udtryk indlg/N? komplekse multiplikationer og ligedsmange
komplekse additioner.

Er N stor, betyder det, at den stgj, som er en fglge af de numeriske operationer, let bliver meget be-
tragtelig, ligesom den tid, beregningerne tager, hurtigt bliver helt uacceptabelt lang. Selv om de nu-
meriske problemer kan Igses ved anvendelse af et stort antal bit i talrepraesentationen, betyder mange bit
ogsa, at beregningstiden har tendens til at vokse.

Pa grund af eksponentialfunktionens periodicitet er det imidlertid muligt at organisere beregningerne
pa en &dan nade, at antallet af komplekse multiplikationer og additioner kan reduceres betragteligt.
Dette ggres ved at omskrive den diskrete fouriertransformation til en reekke transformadiatege af
signalet. Den diskrete fouriertransformation kan skrives som

N-1 o N-1 o
G(m) = Y g(n)e 7N =" g(n)le 7 ¥]|™"
n=0 n=0
N-—1
= Y gmwin. (@.7)
n=0

Beregningen opdeles nu i to transformationer; arsignalets samples med lige index og en med ulige
index:

N/2—-1 N/2—1
Gm) = 3 g@nwET+ 3 gr+ ety
r=0 r=0
N/2-1 N/2-1
= > g@n)(WR)™ +WR D g@r+ 1) (W)™ (4.8)
r=0 r=0
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Bemeerk her at Y
Wk =e N2 =Wy (4.9)

og hermedds

N/2—-1 N/2—-1
Gim) = Y g@nWEL+WE S g2r+ )W,
r=0 r=0

N/2-1 N/2—1
= Z Qlige(T)Wﬁ/r2+WJ7\7/1 Z gulige(T)WJTQf%
r=0 r=0

hvor gjige(r) R Glige(m) er fouriertransformationen af signalets samples med lige index og

Julige(r) Rk Glige(rm) med ulige index. | disse to transformationer benyttes faktor@rij,, som

er periodisk med periodeN/2, hvilket ogs er lig antallet af samples i de to delsignaler. Den oprindelig
transformation medV samples er herved blevet opdelt i to transformationer indeholdah@esam-
ples, og ¢.10 angiver, hvordan de to mindre transformationer skal kombineres for atdgmendelige
diskrete foruriertransformation. For at lave beregningehi@ skal der udfaresv komplekse multip-
likationer og additioner.

Hvis det nu antages d¢ = 27, hvor p er et heltal, kan hver af de t&/2 samples transformationer
opdeles igen,aedes at

N/4—1 N/4—1

Glige(m) = > 9igeIWRAE + D glige(2r+1)Wﬁ/(22r+l)

r=0 r=0
N/a—1 N/a—1

= D 9ige@Wxp)™ + Wi D glige2r +1)(Wi)™  (4.11)
r=0 r=0
N/4—1 N/4-1

= Jige2r )W/ + Wiy > Jlige(2r + YWY,
r=0 r=0

og pa lignende rade forGu"ge(m). En sadan opdeling kan medl = 27 fortsaettes indtil der kun indg

en sample i de enkelte summer. Der vil vaere log, N trin i en sadan opdeling. | hver af trinnen skal

der udfgresV komplekse multiplikationer og additioner, og den totale beregningsmaengde bliver derfor
N log, N komplekse multiplikationer og additioner. Dette skal sammenlignes Nrederegninger for

en direkte DFT, og besparelsen ved den hurtige beregningsmetode er

N2 B N
NlOgQ(N) 108;2(N).

(4.12)

For N = 4096 = 2'2 er besparelsengpen faktor 341 gange, hvilket er ganske betydeligt. Den hurtige
fouriertransformation (FFT - Fast Fourier Transformation) har derfor vundet stor udbredelse og anvendes
i alle kommercielle programmer til signalbehandlfhg

Der findes en lang reekke forskellige metoder til at udfgre hurtig foruriertransformation, og disse omtales
f.eks. af Oppenheimer & Schafer (1989). Der findes algoritmer for alle de primiske faktorer (2, 3, 5, etc.),
og f.eks. Matlab benytter en opsplitning i primiske faktorérjlke kun signaler af leengdes = 2°

kan transformeres hurtigt.

FFT benyttes ogsofte til at udfgre foldning med, da en transformation af de to signaler, multiplikation
og invers transformation ofte for lange signaler er hurtigere end en direkte implementering af foldningen.

3Metoden er "genopdaget” af J.W. Cooley og J.W. Tukey (An Algorithm for the Machine Calculation of Complex Fourier
Series, Math. of Comp., vol. 19, pp. 297-391). Det menes, at bl.a. Gaus&emgste til denne beregningsmetode.
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4.3 DFT som komplekst digitalt filter

Udtrykket i ligning @.1) lader sig @ enkel vis omformed&edes, at man kan betragte det at udfgre en
DFT pa et signal som resultatet af en digital filtrering af signalet med en samling filtre - en filterbank -,
som tilsammen daekker frekvensddet(— f,, f,).

En sadan betragtningsade kan vaere en hjeelp ved fortolkningen af de resultater, der fremkon#mer, n
den DFT benyttes@stokastiske signaler sand periodiske signaler, hvis periodetid er ukendt.

Omformningen af det ssedvanlige udtryk for en DFT

1 Nl . 2T
= 2 9(@)e "R (4.13)
q=0
lettes, dersom man farst antagerypaer konstant. Benyttes nu, at
IMN — 1 (4.14)
kan udtrykket forG(m) skrives g formen
1 N-1
— 3 g(g)emFN-) (4.15)
- N =
Sammenlignes denne ligning med ligningen
n—l 1 .21
Ym(n) = > g(q)ﬁemﬁ("‘q) (4.16)
qg=n—N

ses det umiddelbart, at,(N) = G(m). Da udtrykket forY,,(n) lader sig fortolke som en foldning
mellem signaley(n) og impulssvaret

Leim%En forn=1, 2 N
h =4 € o 4.17
m(n) { 0 ellers (4.17)

kan spektrets veerdi(m) for fastholdtm altsa opfattes som veerdien af udgangssignalet fra dette filter til
tidspunktet, = N. (Det kan forekomme lidt besynderligt, at impulssvaret fgrst begyndekrtill, men
forklaringen er, at de fglgende regninger derved forenkles.) Eiglriser impulssvaret foN = 64.

Det bemeerkes, at filtret er af F.I.R.-typen med varighederog ath,,(n) er kompleks. Den sidste
kendsgerning komplicerer betragtningerne, men opfylder til gengeeld den almindelige forventning om,
atG(m) normalt er kompleks.

Som det ses af formlen for den DFT, beregner maraaited dette udtryk udgangssignalet til tiden
n = N paialt N filtre med de anfarte impulssvar, idet frekvensparameteréieks. varierer i onidet
(0, N —1).

Overfagringsfunktionen for de enkelte filtre findes enklest, dersom man farst betragter det filter, hvor
m = 0. For dette filter geelder det, at

L forn=1,2, ... N
_ N 1 &y
ho(n) { 0 ellers (4.18)

ho(n) er sledes den digitale integrator tidsforskudt tidsrumeh@t. Overfaringsfunktioner, ( f) for
dette filter kan da straks skriveé formen

1 sin(mfNAT) _jrp(n+1)ar
Ho(f) =+ sin(r fAT) e @19
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Figur 4.3:Impulssvar forh,,(n) for N = 64 ogm = 4.

(se f.eks. afsni2.7.2).

Da2AT f, =1, er

IR = AT (4.20)
og falgelig vil man have, at
hom(n) = ho(n)ed2mm REnAT (4.21)
Herved bliver 2f
Ho(f) = Ho(f —m=2) (4.22)

Alle filtrene far altés samme form sorfly( f), men er forskudt sterrelsen2f, /N pa frekvensaksen (se
figur 4.4). Bemaerk, at hvor et givet filtetsH,,,(f) | har maksimum, har alle andre filtre et nulpunkt. En
falge af, ath(n) er kompleks, er, ati,,,(f) ikke har den seedvanlige symmetri omkrifig= 0.

4.4 Samtidig DFT af to reelle signaler

En foldning kan implementeres direkte eller via fouriertransformation, hvor de komplekse spektre for
de to signaler ganges sammen, og det resulterende signal findes v.hj.a. den inverse fouriertransforma-
tion. Denne metode kan vaere mere effektiv end en direkte implementering, hvis der benyttes FFT, og
signalerne har en passende leengde (typisk 64 eller 128). Hvis de to signaler yderligere er relle, kan
deres fouriertransformation udfares ved hjeelgmtransformation som beskrevet i det fglgende. Dette

vil naesten kunne reducere beregningstiden med en faktor 2.

Lader mary(n) og h(n) veere to reelle signaler, hvor
g(n) & G(m) og h(n) & H(m) (4.23)
vil det som seedvanligt geelde, at

G*(m)=G(N —m) og H*(m)=H(N —m) (4.24)
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Figur 4.4:Amplitudekarakteristikker for DFT-filtrelV = 16.

DFT pa det komplekse signal
g(n) +jh(n) =c(n) & C(m) = G(m)+ j H(m) (4.25)

hvis spektrunC'(m) ikke opfylder den ovenfor naevnte betingelse, kan nu ved hjeelp af simple regninger
benyttes til at find&(m) og H (m). Med de anfarte betegnelser vil

C(N—-—m)=G(N —m)+jH(N —m) (4.26)

og dermed er
C*(N —m)=G(m)—jH(m) (4.27)
Derfor vil
Glm) = (Clm)+C*(N —m))
1

H(m) = —j5(Clm)—C"(N —m)) (4.28)

Disse ligninger kan ogsskrives @ formen

Re(G(m)) = % [Re{C(m)} + Re{C(N —m)}]

Im(G(m)) = % Im{C(m)} — Im{C(N —m)}] (4.29)
og

Re(H(m)) = 5 [In{C(m)} +Im{C(N —m)}

m(H(m)) = — [Re{C(m)} ~ Re{C(N —m)}] (4.30)

Det er alté& sdledes muligt at& beregnet den DFT af to reelle signalér gen gang. Da de praktiske
beregninger af en DFT giver anledning til en vis stgj i de beregnede resulté@enam forvente, at en

del af denne stgj kan karakteriseres som "krydstale” mellem de to signaler, dvs. at de beregnede spektre
vil veere lidt pavirkede af hinanden.
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4.5 DFT af et reelt digitalt signal af leengden 2N
Hvis der blot skal laves en DFT og signalet er reelt, kan antallet af beregninger reduceres ved at benytte
fouriertransformation af et komplekst signal dannet ud fra det reelle signal.
Det antages her, g{(n) er et reelt signal af leengdexV, dvs. at
g(n) Z G(m) (4.31)

G(m), som jo alt& besar af2/NV komplekse veerdier, kan da beregnes ved hjeelp af en BFet gom-
plekst signak(n) pa N veerdier

c(n) & C(m) (4.32)
Udtrykket for G(m) opdeles nu&ledes, at
2N 2
G(m) = Z )e —ImsEn
o -
+ N Z 9(2q + 1)e szzv@q“)) (4.33)

Heraf ses det, at e (p) = g(2p), 09g1(q) = g(2¢ + 1), og er

90(p) & Go(m) og g1(q) & Gi(m) (4.34)
vil )
G(m) = 5 (Go(m) + G (m)e=im3¥ ) (4.35)

Signaletg(n) deles derfor op i to naevnte reelle delsignajgin) bestende af deV veerdier afg(n)
med lige tidsparameter ag (n) bestende af resten gfn) veerdierne. Man saetter dernzest

c(n) = go(n) + 7 g1(n) (4.36)
og benytter resultatet fra afsuit4 saledes, at
G(m) = i (c(m) + C*(N —m) — §(C(m) — C*(N — m))e—jm%) (4.37)

Det erindres, aC(m) har periodenV, samt at man jo kun behgver at kende de faréteserdier af

G(m), eftersom
G(2N —m) = G*(m) (4.38)

4.6 Omvendt DFT af spektret for et digitalt signal af leengden 2NV

Er G(m) spektret for et reelt digitalt signaj(n) af leengder2 N kendt, kan man beregngn) pa
falgende nade. Af afsnit4.5fas

G(m) = % (Go(m) - Gl(m)e—f'mi—ﬁ) (4.39)
hvor de reelle signalefy(n) og g; (n) hver er af laengdefV. Det vil nu geelde, at

G (N —m) = % (Gom) + G (m)ef N -m3) (4.40)
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Simple regninger vil da sammen med

C(m) = Go(m) +j G1(m) (4.41)
fare til udtrykket
C(m) = G(m) + G*(N —m) + j(G(m) — G*(N — m))e/™2x (4.42)
som med en omvendt DFT giver
c(n) = go(n) + j g1(n) (4.43)
Man danner depdet gnskede signal af
_J g0(n/2) for n lige
9(n) = { gi((n—1)/2) forn ulige (4.44)
4.6. Omvendt DFT af spektret for et digitalt signal af leengden 2NV 67
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KAPITEL

FEM

Stokastiske signaler

Begrebet stokastisk sigriddenyttes primaert om signaler, der har et "naturligt” stokastisk ophav. Som et
eksempel her@kan naevnes den termiske stgj, som skyldes tilfeldige elektronbeveegelser i en elektrisk
leder. Herudover benyttes begrebet undertidesignaler af andre kategorier (f.eks. periodiske signaler),
safremt en eller flere signalparametre kan gives passende stokastisk "fortolkning”.

Et stokastisk signals tidsforlgb kan normalt kun forudsiges i middel. Beskrivelséuahise signaler
baseres derfor i reglerdfbegreber hentet fra sandsynlighedsregning&igrénd af signalets tidsparam-

eter bliver denne beskrivelse imidlertid hurtigt uoverskuelig og upraktisk at arbejde med. Det er derfor
kun den delmaengde af de stokastiske signaler, @lennder betegnelsen ergodiksom kan behandles
rimeligt simpelt. Blandt de signaler, som herved udelukkes, er bl.a. de ikke-stationeere, en gruppe som
ma siges at spille en vaesentlig rolle i praksis.

Medens spektralbegrebet for almindelige - deterministiske - signaler er direkte knyttet til signalet, de-
fineres et stokastisk signals spektrum indirekte via signalets korrelationsfunktion. Dette er en "naturlig”
falge af den "usikkerhed”, som kendetegner tidsforlgbet for det stokastiske signal.

Stokastiske signaler kan veerade analoge og digitale. | denne forbindelse bgr det erindres, at et dig-
italt signals veerdier skal kunne beskrives med et endeligt antal cifre. Dette forhold medfgrer bl.a., at
de benyttede stokastiske begreber (som f.eks. fordelingsfunktion) bliver forskellige for de to signalkat-
egorier. Som det var tilfeeldet med saedvanlige digitale signaler, vil det imidlertid i det fglgende ofte
veere antaget, at den praecision, hvormed de digitale signalers veerdier beskrives, er uhyre stor, og at man
dermed til en vis grad kan anvende den samme beskrivedgisfor begge typer signaler.

Selv om hovedparten af de signaler, som behandles, vil veere reelle, er det ikke hermed udelukket, at
stokastiske signaler godt kan veere komplekse. Analysen af komplekse stokastiske signaler foretages,
med ganske sendringer, som for de relle stokastiske signaler.

5.1 Terminologi og grundbegreber

| dette afsnit opstilles den terminologi og de symboler, der vil blive benyéetls dette afsnit af
signalanalysen som i de dele, der har tilknytning til beskrivelse og brug af stokastiske feenomener. Med
hensyn til yderligere detaljer og beviser henvises til standardveerker om sandsynlighed og statistik. Der
bygges p den axiomatiske definition af sandsynlighedsteorien, og begreber som eksperiment, haendelse,
udfald, m.m. antages bekendte.

Sandsynlighedeer tal, som knyttes til heendelser efter passende fastlagte fremgadesrBandsyn-

1pa engelsk benyttes betegnelsen: random signals.
%Se afsnits.2.2
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Figur 5.1:Eksempler g to forskellige fordelingsfunktioner.

ligheden for haendelse# betegnes med
P(A) (5.1)

og det geelder, at
0<PA)<1 (5.2)

Safremt der til et givet eksperiments mulige udfald knyttes tal - efter en eller anden vedtsegt - er der
hermed defineret en stokastisk varial&&danne stokastiske variable betegnes i hovedsagen med store
bogstaver f.eksX, Y, Z. Veerdimaengden for de stokastiske variable, som finder anvendelse inden for
signalanalysen, er enten de reelle tal (de fleste analoge signaler) eller en endelig delmaengde af de ratio-
nale tal (digitale signalet)

Den endimensionale fordelingeller fordelingsfunktionen - for en stokastisk variaBebetegnes med

Wx(£) - (5.3)
Den er en funktion af parameteréphvis definitionsoméde er som anfart ovenfor.

Idet
Wx (&) =P{X <&} (5.4)

hvor¢; er en fast veerdi &, ses det umiddelbart, at
0<Wx(§) <1, (5.5)
og, atWx (&) er aldrig aftagende. Man har dgsat
P{& < X <& =Wx(&) —Wx(&) (5.6)
se eksemplerneddfigur5.1

Den flerdimensionale fordelingsfunktidor flere stokastiske variable definereslignende vis som den
endimensionale. For to stokastiske varialleg Y er siledes den todimensionale fordeling

Wxy(&1,m) =P{X <&.,Y <m} . (5.7)

Den endimensionale sandsynlighedsteethedsfunktioien stokastiske variabl& betegnes med

wx (&) (5.8)

3Er der i sidstnaevnte tilfaelde tale om, at det digitale signals vaerdier er beskrevet ved et meget stort antal cifre, tillader man
sig af bekvemmelighed undertiden at benytte stokastiske variable, som har de reelle tal som vaerdimeengde.
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Teethedsfunktion (analog) Teethedsfunktion (diskret)

0.014 0.2
A A
0.012
0.01 0.15
~0.008 —
< < 01
2 0.006 2
0.004 0.05
0.002 A I
. . A 1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
13 13

Figur 5.2:Eksempler p to forskellige sandsynlighedstaethedsfunktioner.

og den defineres ved
3
Wx(©) = [ wx(®)ds (5.9)

—00

dw(¢)

¢ -’
For de tilfelde, hvog er defineret inden for en delmaengde af de rationale tal&denbestr wx (£)
udelukkende ab-funktioner, idetiWx () jo er trappeformet. Er definitionsmaengden fode reelle
tal, erwx (£) normalt kontinuert med undtagelse af de tilfselde, o¢ (£) har knaek eller spring, se
eksemplerne@figur5.2

wx(§) =

Som bekendt ér

P{& < X <& +d&} = wx(§1)d6y  og /_OO wx(§)dE =1 . (5.10)

Flerdimensionale sandsynlighedstaethedsfunktideéineres a tilsvarende rade som endimensionale,
f.eks. i to dimensioner som

aQWXZ(av b)

9a0b , (5.11)

wxz(a,b) =
hvor X og Z er stokastiske variable.

I mange tilfelde ind@r tiden som parameter i fordelinger og sandsynlighedstaethedsfunktioner. Hvor det
er vaesentligt i sammenhaengen, vil dette blive angivet, f.ekformen

wx(&t) (5.12)
Den forventede veerdi - middelveerdien - af en stokastisk varigbe givet ved
E{X} = /_O; §wx (§)ds . (5.13)
E{X} benaevnes ogsmomentet af 1. Orden. Dette momentbliver d&
Bx"y = [~ ¢rux(©)de . (5.14)

og det n’te centrale momeat givet ved

B{(X - BX)") = [ (€~ B w(©ds (5.15)

“Dette udtryk kreever selvfglgelig speciel fortolkningrmw x (¢) indeholders-funktioner.
®Overalt i det fglgende antages det/a{ X"} eksisterer.
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Det andet centrale moment benaevnesiogsiansen

(X} = [ (€~ BXD ux(@)de. (5.16)
Er X ogY to stokastiske variable, vil
Bxv}= [~ [ enuv(emdean (5.17)
Det centrale moment
B{(X — E{X})(Y - B{(¥})} (5.18)

benaevnes undertiden covarianséX ogY.

Er k, ¢ og a konstanter, fglger umiddelbart, at

E{kX} =kE{X} og E{kX +qY}=kE{X}+qE{Y}
E{X+a} =E{X}+a (5.19)
o2 {kX +a} =KW X} .
Endvidere vil
02X} = B{(X - E{X})?} = BE{X?} - F*{X} (5.20)
og kovariansen
E{(X — E{X})(Y —E{Y})} = E{XY} - E{X}E{Y} . (5.21)

ErV kompleksd.v.s.V = X + jY,erE{V} = E{X} + jE{Y}. Variansen al’ er givet ved
ol =FE{|V -E{V}*} . (5.22)
Pa tilsvarende vis har man for to komplekse stokastiske varidhlig U, at kovariansen findes af

E{(V — E{V})(U* — E{U*}) . (5.23)

5.1.1 Relationer mellem stokastiske variable

To stokastiske variabl& ogY kaldes stokastisk uafhaengjgafremt

Wxy(§,n) = Wx(Wy(n) eller wxy(§,n) =wx(§wy(n) . (5.24)
Denne definition kan udvides til at geelde flere stokastiske variable.

Er blot
E{XY}=FE{X}E{Y} |, (5.25)

sigesX ogY at veere ukorrelerede

Safremt
B{XY} =0 (5.26)

benyttes betegnelsen ortogonafta de to variable.

Det ses umiddelbart, at stokastisk uafheengige variablé egakorrelerede. Det omvendte er derimod
ikke ngdvendigvis tilfeeldet.

Er de to variableX ogY simultant normaltfordelte (se f.eks. talgel), vil det geelde, at&remtX og
Y er ukorrelerede, d.v.s.= 0, vil de ogs veere uafhaengige.
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Fordeling ¢-omrade wg(€) E{X} o2{X}
1 _
Rektangulaer c<é<d - dte (duc)Q
1 (& —m)’ 2
Normal (Gauss) —oo < ¢ < 400 o exp (— 552 m s
Rayleigh 0 3 & i 2 —I)s?
yleig <E<Hoo | Sep|—og s\/3 | 2—7%)s
1 1 ¢
2 _ = S 2 4
x° (N=1) 0<&< 40 Nore gexp( 232> s 2s
1 N-2 19
2 -2 2 4
0<¢é<+0 2 ex <—) Ns 2Ns
X ¢ 23 V() P\ s
Todimensional | —oo < &, < +00 T I
1 (=m1)® | (n=m2)® _ 2r(§=ma)(n—m2)
Gauss exp [— 3012 ( 5{ + 332 - S ])
Parametre mi,me, s1, 82,7 (|r] <1)
Tabel 5.1:Tabel over sandsynlighedsteethedsfunktioner.
Gauss, m=0, s=1 Rayleigh, s=1
0.4 06
03 0.5
o Q0.4
EO.Z Eo_g
0.2
0.1
0.1
0 0
-4 -2 0 2 4 0 1 2 3 4
3 g
X, s=1, N=1 X2, s=1, N=2 og N=6
0.5
0.6
0.5 0.4
Q0.4 0.3 N=2
ErY H
' 0.2
0.2 N=6
0.1 0.1
0 0
0 1 2 3 4 0 2 4 6 8
3 g
Figur 5.3:Eksempler g forskellige sandsynlighedsteethedsfunktioner.
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Safremt en stokastisk variab&l fremkommer som summen af to stokastiskeiableX ogY’, d.v.s.

U=X+Y (5.27)

kan man finde sandsynlighedstsethedsfunktionefarf den todimensionale sandsynlighedstaetheds-
funktion for X og Y af udtrykket

wil = [ wxy (€= nndy (5.28)
Er X ogY stokastisk uafhaengige, reduceres dette uditryk til
wi(©) = [ wxmyor (€ = ndy (529
eller
wp(€) = wx(€) xwy (€) (5.30)

Regningerne kan udvides til at geelde summen af elulitit antal stokastiske variable.

5.1.2 Funktion af stokastisk variabel

Det er ofte &ledes, at man ved anvendelser gnsker at benytte en anden stokastisk variabel end den, der
oprindeligt er specificeret. Omsaetningen kan f.eks. 8keggsis af en tabel eller et eller flere matematiske
udtryk.

| sadanne tilfeelde er det af interesse at kunne beregne fordeling og sandsynlighedstaethedsfunktion for
den nye variable&sel som forventede veerdier af denne variable.

Lader man den stokastiske variablehave teethedsfunktionenx (¢), og er den ny variable
Y =p(X) , (5.31)

hvorn = B3(¢) er den gnskede variabeltransformation, baseres beregningen(af pa en passende
summation af sandsynligheder.

Bestr wx (¢) udelukkende af-funktioner, vil wy (1) ligeledes kun indeholdé-funktioner, og disse
d-funktioners styrke og placering findes let af korrespondencens(&).

Safremtwx (€) ikke indeholder-funktioner, og er funktionen = 3(&) differentiabel med kontinuert
differentialkvotient, kanvy (n) findes af udtrykket

P{Y € [p,n+dn|} = ZP{X el} (5.32)
q

hvor 1, er de intervaller, hvoriX befinder sig, ar Y tilhgrer det anfarte interval. Starrelsen af de
indgaende sandsynligheder far findes af figurs.4til

dn
hvor¢, er redderne i ligningep(§) —n = 0 og
d
B'(&) = @(5)- (5.34)

Safremt 3 (€) kun er nul for et endeligt antghvaerdier, eksisterer den omvendte funktior v(n) til
n = () iintervallerne, og mandr da

o wx(§)  — wx(v(n)
o) =2 7506 = 2 TaGm) | (5-:35)

q
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Figur 5.4:Sandsynlighedsteethedsfunktioner ved transformation af stokastisk variabel.

Ved nogle anvendelser kan funktiongn= 3(¢) veere konstant i visse intervalled g-aksen. | &danne
tilfeelde vil wy (n) indeholdes-funktioner, hvis styrke kan findes ved en integrationuaf(§) over de
relevante intervaller.

Nar wx (£) er sammensat, behandles tilfeeldet ved passende udnyttelse af de ovenfor givne frem-
gangsnader.

Om de forventede veerdier &f, hvorY = §(X), kan man vise at

By} = B{g(x)} = [ O:O B(€)wx (€)de. (5.36)

Eksempel 5.1 Forsteerker med ulineaer overfgringskarakteristik

En forsteerker til brug for audiosignaler har en overfgringskarakteristik, som er givet ved
k(g(t)+a) for g(t) < —«
y(t) = k(g(t) —a) for g(t) >a
|

Her er ¢(t) indgangssignalet til forsteerkeren(t) er det tilsvarende udgangssignal, ager en positiv,
reel konstant. Overfgringskarakteristikken er vist nedenfor:
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y(t)

Forsteerkeren ftrykkes et stgjsignat(t) pa indgangen. Sandsynlighedsteethedsfunktionen (figrer
rektanguleer og er givet ved

_J B forf¢] <o
wx () = { 0 ellers

Bestenp og sandsynlighedsteethedsfunktionen for udgangssignaletidtrykt vedh, o ogk nar b < «
ogb > «. Beregn ligeledes effekten af udgangssignalet for begge tilfaelde.

Sandsynlighedsteethedsfunktionerne:
Idet [°, w,(€)d¢ = 1 fAs udmiddelbart a = .

For udgangssignalet fab > « fas:

k(b_u) ........................................... :

K(b-a)

Fah. 4

b ~a a b

wy(n) bestr af en deltafunktion og en rektanguleer teethed. Amplituden af deltafunktionen er givet ved

1 «Q
%%
Hgjden af den rektanguleere teethéd fid fra:
BE) = k(E—a)
p&) = k
_ wy (§) _ i _ i
) = 2 e ik~ 20

For b < « fas altid udgangsvaerdien 0, og dermed er sandsynlighedsteethedsfunktion lige en deltafunk-
tion med amplituden 1. Her er effekten af stgjen 0.
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For b > « er effekten:

+k(b—a) 1 a
p, = R
Y /—k(b—a) 7 (2bk " b(s(n)> o

11
= 5753k = @) + (k(b - @))?)
Bl -a)P  FO-o)?

B bk3  3b

5.2 Stokastisk proces

Safremt der til et forelagt eksperiments udfald knyttes et signal efter en eller anden vedteegt, kaldes den
herved genererede maengde - ensemble - af signaler en stokastisk proces

| det fglgende benyttes betegnelserne
X(t),Y(t) eller X(n),Y(n) (5.37)
for analoge og digitale stokastiske processer.

Skal en stokastisk proces beskrives, kan det 8kdegsis af seedvanlige begreber for stokastiske variable,
idet man farst betragter processen til et fast tidspunktdéhne rade har man i signalernes veaerdier

til dette tidspunkt &et knyttet tal til eksperimentets forskellige udfald. Signalveerdierne til tidspunktet

t = to (ellern = ng) er altsh stokastiske variable, som kan karakteriseres ved passende sandsynlighed-
steethedsfunktioner. Den simpleste af disse er den endimensionalé, f.eks.

wx (& tp) eller wx(&;np). (5.38)

Den stokastiske proces’ forventede veerdi - eller middelvaewili altsd normalt veere en funktion af
tiden, og den vil kunneéfs af’

E(X®)} = [ wx(&t)ds = m(@) (5.39)

Pa lignende vis vil f.eks.
BXm)} = [ tux(€n)de = py(n) (5.40)
seedvanligvis veere tidsafheengig.

Pa grund af, at man ved en stokastisk proces knytter signaler og ikke tal til eksperimentets udfald, er en
vilkarlig stokastisk proces ikke komplet beskrevet ved angivelsedt; ). Til en komplet beskrivelse
kreeves i almindelighed ogkendskab til processens egenskaber, som de giver sig til kende ved forskel-
lige seet af tidspunktet, to, t3, .....). Det er derfor indlysende, at eddan entydig beskrivelse i de fleste
tilfeelde er saerdeles ahdterlig i praksis.

Betragter man farst den stokastiske proces til to tidspurtkteg ¢, fas et talpar, hvis elementer hver
for sig er stokastiske variable.

Den todimensionale sandsynlighedstsethedsfunktion

wx (&1, 82311, t2) (5.41)

6Angélende definitionsoradet for¢ i de to funktioner, se afsnf.1
"Her og i det fglgende anvendes tidsparametrergn i fleeng. De fgeeldende formler har naturligvis gyldighed féide
"analog” tid ¢ og "digital” tid n.
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Figur 5.5:Eksempler p forskellige realisationer af digital og analoge stokastiske signaler.
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kan benyttes til at beskrive dette talpars opfarsel i stokastisk henseende, og dEmi inelgegningen
af de forskellige typer af forventede veerdier, som kan have interesse. Disse forventede veerdier for den
stokastiske proces vil afid det generelle tilfaelde vaere funktioner af begge parametig .

| beskrivelsen af stokastiske signaler spiller den forventede veerdi

E{X(t1)X(t2)} = /o:o /O:O &E1&owx (&1, &5 t1, to)dE1dEn (5.42)

en vaesentlig rolle, og den benaevnes autokorrelationsfunktionsignalet. | det fglgende vil den ofte
blive betegnet med

Rx(tl,tg) eller blot R(tl,tg) . (5.43)

Det tilsvarende udtryk for digitale stokastiske signaler er

Rx(ni,ng) = /_OO /_Oo &1&owx (&1, 6251, n2)dé1dEs (5.44)

Bemeerk, at autokorrelationsfunktionen for et digitalt signabogysdigital.

En yderligere udvidelse af antallet af tidspunkter i beskrivelsen af den stokastiske proces er i princippet
enkel, men de praktiske problemer ved édan forggelse af antallet af parametre synes ikkeaat st

mal med den forggede indsigt i signalets opfarsel, der fglger hermed. Det er derfor almindelig praksis
at standse ved autokorrelationsfunktionen som beskrivende element og acceptere den heraf falgende
ukomplette signalbeskrivelse.

5.2.1 Stationaer stokastisk proces

Safremt sandsynlighedstaethedsfunktionerne (afavily hgj orden) for en stokastisk proces er
upavirkede af en forskydning af tidsaksens nulpunkt, siges processen at veere strengt stationaer

Denne betingelse indebeerer, at sandsynlighedstaethedsfunktionen
wx (§1) = wx(§) (5.45)
er uafheengig af tiden. Dermed vil processens middelvaerdi veere konstant, og de forventede vaerdier
E{X(t)} = / Elwy (€)de, ¢ hel, (5.46)

er ligeledes tidsuafhaengige

Nar den stokastiske proces er stationeer, vil endvidere sandsynlighedstaethedsfunktionen

wx (&1, &2 t1,t2) = wx (€1, 825 | t1 —t2 |) (5.47)

kun afhaenge af forskellen melletn og t». Denne differens betegnes ofte medaledes, at den sta-
tionaere proces’ autokorrelationsfunktion bliver

Rx(r) = [ Z / O:O €16 (61, 60| 7 )1 (5.48)

for analoge signaler, og

Rx(k) = [ O:O [ O:O Eréqw (1, E0; | b |)dérdes (5.49)

for digitale signaler.
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Hvis man for en stokastisk proces har, at kun sandsynlighedsteethedsfunktionerne op til en vis orden
er uafheengige af en forskydning af tidsaksens nulpunkt, siges processen at veere stajit@andzain

At en proces er svagt station&debaerer blot, at processens middelveerdi er tidsuafhaengig og, at dens
autokorrelationsfunktion kun afhaenger af forskellen melignog ¢;. Bemaerk, at da man normalt
standser beskrivelsen af stokastiske processer ved den todimensionale sandsynlighedstaethedsfunktion,
vil de fleste stokastiske signaler kun med sikkerhed kunne klassificeres som svagt stationeere.

5.2.2 Ergodisk stokastisk proces

Blandt de stationaere stokastiske processer indtager de ergodiske precesaastilling. De signaler,
som knyttes til det stokastiske eksperiments udfald, er i det ergodiske tilfzedshsartede, at en vaklig
af disse tidsfunktioner er tilstreekkelig til at karakterisere processen komplet.

For ergodiske signaler geelder det derfor, at forventede veerdier - som indebaerer kendskab til hele en-
semblets statistiske egenskaber -, og tidsmiddelvaerdier - som kun kraever kendskab til en enkelt af
ensemblets tidsfunktioner -, er identiske.

| det felgende vil betegnelsen> blive brugt om tidsmiddelveerdien af det eller de signaler, s@n st
mellem vinkeltegnene. For det analoge si§ndk) geelder altg, at

< z(t) >= lim T/ (5.50)

T—o0

medens man for et digitalt signa(n) har

< z(n) >= lim %Zx(n) , (5.51)

N
— 00 N

hvorz betyder, at summationen i tid straekker sig oesignalvaerdier udvalgtédpen sdan nade, at
N
man ved den viste graenseovergang omfatter hele signalets forlgb.

At en stationaer stokastisk proces er ergodisk betydei, atstidsmiddelveerdier - over et viKigt af
processens signaler - og seedvanlige middelveerdier er lige store, f.eks.

B{X(t)} =< z(t) > (5.52)

0g

E{X(n)X(n+k)} =<z(n)x(n+k) > . (5.53)
Da det i praksis ofte vil veeréedes, at man kun har kendskab til - eller kun kaena et enkelt signal
fra den givne stokastiske proces, betyder det, at man - mere eller mindre - stilt@nde fja, at den
betragtede stokastiske proces er ergodisk. Det bgr bemeerkes, at det i almindelighed ikke er nemt at vise,
om et forelagt signal stammer fra en ergodisk proces.

Eksempel 5.2 Konstrueret eksempel @ stokastisk proces

Lad der veere givet et passende eksperiment, og lad der til hvert af eksperimentets udfald veere knyttet
en ohmsk modstand, hvis veerdi er forskellig fra udfald til udfald. Lad endelig den stgj, scm ipst

grund af termiske elektronbevaegelser i modstanden, og som findes over modstandens terminaler, veere
det signal, som knyttes til det enkelte udfald af eksperimentet. Samtlige modstande teenkes anbragt under
varierende temperaturforhold (f.eks. udendgrs).

8Bemaerk, at der her er tale om et \lkigt af de signaler, som er knyttede til det oprindelige eksperiment.
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Safremt man kan anse modstandene for at vaere af "sammetyipa’ man @ denne rade fiet genereret
en stokastisk proceX (¢).

Det er umiddelbart indlysende, at defledes fremstillede stokastiske proces ikke er stationeer, idet f.eks.
sandsynlighedstaethedsfunktionen

wx (&) (5.54)
for processen vil have parametre, som varierer med den temperatur, modstandene er anbragt under,
d.v.s. med tiden (se ogé appendixD).

Anbringer man nu modstandene under helt konstante temperaturforhold, vil processen blive stationeer.
At processen ikke ogser ergodisk, kan anskueliggereé felgende rade. Antager man for enkelheds
skyld, at

E{X(t)} =0 , (5.55)

hvilket svarer til, at der ikke findes en jeevnspaendingsskomponent over modstandens klemmer, vil man
finde, at
<ap(t) >#<ali(t)> for p#q (5.56)

hvor z,(t) og z4(t) er to tilfeeldigt valgte signaler fra den foreliggende proces, idet det stokastiske
signals effekt afheenger af den aktuelle modstands ohmske starrelse.

Det er altsi ikke muligt at karakterisere processea ppasis af undersggelser af blot et af de signaler,
som er knyttet til eksperimentets udfald.

Modificeres processen nu yderligerg gen nade, at alle de modstande, som benyttes, har helt samme
ohmske modstand og holdes ved samme temperatur, bliver processen ergodisk. Med denne problemstill-
ing (og samme forudseetninger i gvrigt som ovenfor) vil man have, at

<ap(t)>=<al(t)> foralle p ogq . (5.57)
For tydelighedens skyld skal det her understreges, at denne lighedrikkesbetydende med, at
xp(t) = x4(t) for p#q (5.58)

idet de to signaler jo stammer fra to "rumligt” forskellige modstande.

5.2.3 Stationeer, normal stokastisk proces

Den endimensionale sandsynlighedsteethedsfunktion for en stationaer normal stokastisk proces er givet
ved?

N2
wX(g):\/;i.SQ-exp <—<£282n)>, —o << (5.59)

(se oga tabel5.1). Konstanternen og s er givet ved

m = E{X(t)}
s° = B{(X(t) - BE{X(1)})*} = B{X*(t)} - E{X(1)} . (5.60)

Antages det, at processens middelva#diX (¢)} = 0 bliver

s = E{X?(t)} = R(0) , (5.61)

°Denne lgsagtige sprogbrug skal daekke over alle de betingelser, man ngdvendigyistitie, inden man kan tale om en
veldefineret proces. Det er f.ek@danne ting som samme - uendelige - levetid og konstans for de enkelte modstande, som
indgar i eksperimentet.&remt de naevnte modstande er anbragt udend@rslenmaturligvis beskyttes passende, hvis miljget
er for fiendtligt (regn, sneage, radioaktivitet eller lignende).

0Bemaerk, at et digitalt signal strengt taget ilken veere normalt fordelt.
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hvor R() er processens autokorrelationsfunktion.

Det kan let vises, at de lige hgjere ordens momenter for processen i dette tilfaelde er givet ved

E{z%(t)} = %qu , (5.62)

medens alle ulige momenter er nul.

Den todimensionale sandsynlighedstsethedsfunitioan stationaer normal proces med middelvaerdien
0 kan udtrykkes p formen

R(0)¢} + R(0)€3 — 23(7)5152) (5.63)

1
wx (§1,62;7) = 27/ R2(0) — R2(7) " exp <_ 2(R2(0) — R3(7))

Af udtrykket fremgar det, at e?(7) = 0 enten for diskrete-vaerdier eller for veerdier af i et interval
vil man fa, at

wx (&1,62:7) = wx(§&)wx(§2) - (5.64)

Det stokastiske signals veerdier til tidspunkter med afstandenalts under disse omstaendigheder
stokastisk uafheengige.

Det er muligt at vise, at alle flerdimensionale sandsynlighedstaethedsfunktioner er funktiB(rey éig
m safremtm # 0). Dette indebaerer, at en svagt stationaer normal proc@svilgeere strengt stationzer.

5.3 Kaorrelationsfunktion og effekttaethedsspektrum

Som naevnt i kapb.2er fgrste og anden ordens momenterne for en stokastisk proces vigtige midler til at
karakterisere stokastiske signaler i praksis. Af disse giver middelveerdier oplysning om en eventuel jeevn-
spaendingskomponént det stokastiske signal, og autokorrelationsfunktionen, som jo er en funktion af
tiden, er basis for den spektrale beskrivelse af stokastiske signaler.

5.3.1 Autokorrelationsfunktionen

Autokorrelationsfunktionerne givet ved
Rx(1)=E{X(t)X(t+7)} og Rx(k)=FE{X(n)X(n-+k)} (5.66)

for de stationaere stokastiske signaleft) og X (n) udtrykker, som det ses, den middelsammenhaeng,
der er mellem to gjebliksvaerdier af signalet med en indbyrdes tidsafstandlier &.

Beslaegtet med autokorrelationsfunktionerne er autocovariansen
Cx (1) = E{[X(t) = E{X(0)}[X (¢t + 1) — E{X(t}]} . (5.67)

der, som det ses, er sammenfaldende med autokorrelationsfunktiémey X ()} = 0. For digitale
stokastiske signaler defineres autocovariangetiigvarende rade.

3zevnfgr, at man for ergodiske signaler har, at

E{X(n)} =< (n) >= lim %Zm(n) : (5.65)

N —o0

Man kan meget vel argumentere mod, at der her skal optreede et deterministisk signal - "DC” - i forbindelse med en om-
tale af stokastiske funktioner. Som det vil fretngf det falgende, optreeder eadan DC imidlertid ofte i praksis, f.eks. i
maleopstillinger.
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Dawx (&1, &2;7) 0Qwx (&1, &2; k) kun afhaenger af den numeriske veerdi af tidsparameteren, er autoko-
rrelationsfunktionen en lige funktion d.v.s.

Rx(r) = Rx(—7) og Rx(k)=Rx(-k) . (5.68)

| analogi med forholdene for stokastiske variable er signalets varians defineret ved
o {X(n)} = E{[X(n) - E{X(n)}]*} (5.69)

for digitale signaler og dtilsvarende vis for analoge signaler. Eftersom

| (€= BIXm)DPux(©)ds = B3 (M) - EHX(n) (570)

vil det altsa geelde, at
Rx(0) = E{X%(n)} = 0?{X(n)} + E*{X (n)} (5.71)

(tilsvarende udtryk for analoge signaler). Heraf fglger, at
Rx(0)>0 . (5.72)

Benytter man denne egenskab ved etailigt stationaert stokastisk signal pignalet

Y(t)=X(t)+ X(t+7) (5.73)
er alts
E{(X(t) £ X(t+7))*} = 2Rx(0) £ 2Rx(7) > 0 (5.74)
hvilket er ensbetydende med
Rx(0) >| Rx(7)| for 7#0 . (5.75)

For de fleste stokastiske processer vil det veéaledes, at

lim R(7)=Rs o0g lim R(k)= Re (5.76)

|T|—00 |k|—o0
hvor R, er en positiv konstant. Det kan vises, at

Ry = BH{X (1)} og Re=E{X(n)} . (5.77)

Denne greenseveerdi er altsrocessens DC-effékt Falgelig né den stokastiske proces’ AC-effekt vaere
givet ved
o*{X(t)} og o*{X(n)} | (5.78)

da den samlede effel& findes som autokorrelationsfunktionens veerdi til tiden

For ergodiske signaler geelder det som anfgrt tidligere, at tidsmiddelveerdier erstatter forventede veerdier,
altsa
P=<al(t)> og P=<uzl(n)> (5.79)

2Der er ogé her tale om, at man forestiller sig signalet som en spaending eller en strgm, og at effekten er den effekt, som
afsaettes af signalet i dif2’s modstand.
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5.3.2 Spektret af et stokastisk signal

Spektret af et stokastisk signal defineres som den fouriertransformerede af signalets autokorelations-
funktion. For analoge signaléetyder det, at

Rx(r) < Sx(f) = / Rx(7)e 927 dr. (5.80)
DaRx(7) er en lige funktion i, vil Sx (f) vaere en reel og lige funktion af frekvensgnAf udtrykket
P=Rx(0) = [ Sx(if (5.81)

ses det, afx (f) er et effekttaethedsspektrubet giver oplysning om, inden for hvilke frekvensdader
det stokastiske signal har spektrale komponenter. Man kan vise (se senere), at

Sx(f) =0 . (5.82)
Pa tilsvarende vis er spektret af et stokastisk digitalt signadt ved
Rx(k) &2 Sx(f) = 3 Rx(k)e 72rIkAT, (5.83)
k=—o00
Ogsa i dette tilfelde eSy (f) en lige funktion if, ligesom det jo er periodisk med period&r 1.
Den samlede effekP af signalet findes af

fq
P = Ry(0) = 2} [ sunar (5.84)

hvor f, = (2AT)~1.

Det er alt& - som det ses - seedvane at benytte et signal med endelig dheigi) eller Rx (k), som
basis for en beskrivelse af stokastiske signalers spektrale opfarsel. Dette medfarer bl.a., at hele det
matematiske grundlag, som er omtalt tidligere,@fisder anvendelse her.

5.4 Lineeer og ikke-lineser kombination af stokastiske signaler

| praksis er det en meget hyppigt forekommende situation, at man har forelagt et stokastisk signal, som er
fremkommet som en kombination af to eller flere stokastiske signaler. For at kunne karaktédsenses
kombinerede signaler (f.eks. ved en autokorrelationsfunktion) er der behov for at indfgre begreberne
krydskorrelatiorog krydsspektrum

5.4.1 Krydskorrelationsfunktion

Krydskorrelationsfunktionen for to stationzere analoge stokastiske sigiiéleng Y (¢) er defineret a
falgende nade

Ry (r) = BIXOY (¢ +7)h = [~ [ emos(€m)dean (5.85)

3Bemeerk, aSx (f) i dette tilfzelde er et effektspektrur®@rdene "effektteethedsspektrum” og “effektspektrum” benyttes i
gvrigt ofte i fleeng.
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Krydskorrelationsfunktionen udtrykker graden af lighed - "middelsammenhaengen” - mellem de to sig-
nalerX (t) ogY(t).

Det tilsvarende udtryk for to digitale signaler er
Rxy(k) = E{X(n)Y(n+k)} . (5.86)
Da sandsynlighedstaethedsfunktionerne
wxy (§,1;7) og wxy(&,1;k) (5.87)
normalt ikke er lige funktioner + eller k, vil det i almindelighed geelde, at
Rxy (1) # BRxy(—7) (1 #0) og Rxy(k)# Rxy(—k) (k#0) . (5.88)

Derimod vil
ny(T) = Ryx(—T) og ny(k‘) = Ryx(—k) y (589)

hvilket kan ses gennem en simpel variabeltransformation.

Opfattes ligningen
E{(X(t) +aY (t+7))*} = Rx(0) + a*Ry(0) + 2aRxy (1) > 0 (5.90)

hvor a er en reel konstant o (¢) og Y (¢) analoge stokastiske signaler, som et kvadratisk udteyk i
der vil gzelde for alle veerdier af ma

(2Rxy(7))? — 4Ry (0)Rx(0) < 0 (5.91)

og dermed vil
Ry (7)) < Rx(0)Ry(0) . (5.92)

Af specialtilfeeldener = 1 oga = —1 fas endvidere umiddelbart

2| Rxy(7) |[< Rx(0) + Ry (0) . (5.93)

De tilsvarende udtryk for digitale stokastiske signaler er

R%+ (k) < Rx(0) + Ry (0) (5.94)

0g
2| Rxy (k) |[< Rx(0) + Ry (0) . (5.95)

Safremt det for to stokastiske digitale signalé(n) ogY (n) geelder, at

Rxy (k1) = E{X(n)Y (n — k1)} = E{X(n)} E{Y (n)} (5.96)
hvor &k, er en konstant, siges de to signaler at veere ukorrelemsidenne:-veerdi. Er
Rxy (k) = E{X(n)}E{Y (n)} (5.97)

for enhver veerdi ak, er de to signaler helt ukorrelerede

Betingelserne
Rxy(k1) =0 og Rxy(k)=0 (foralle k) (5.98)

medfgrer, at de to signaler er henholdsvis ortogofaié: = k;, og helt ortogonaf¢. Bemaerk, at er
blot et af signalernes DC-vaerdi nul, bliver begreberne "ukorrelerede” og "ortogonale” sammenfaldende.

Yse ogé afsnit5.1.1
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Medens de ovenfor anfgrte betegnelser giver vigsellgh signalernes forventede veerdier, siger man om

to stokastiske signaler, at de er stokastisk uafhaengafremt flerdimensionale fordelinger (og sandsyn-
lighedstaethedsfunktioner) for signalerne kan skrives som produkter af fordelinger (eller sandsynlighed-
steethedsfunktioner), hvor de enkelte funktioner kun hidrarer fra et af de to signaler, f.eks.

wxy (&, k) = wx(§) -wy(n) . (5.99)

Som fglge heraf vil stokastisk uafhaengige signaler veere helt ukorrelerede. Det omvendte geelder kun
signaler, hvis den todimensionale sandsynlighedstaethedsfunktion er normalfordelingeré(8apgs
5.2.3.

De ovenfor anfarte betegnelser bringes naturligvissdgavendelse i det tilfaelde, hvor de irffdmde
signaler er analoge.

Det vil i gvrigt geelde, at&remt de indgende signaler er ergodiske, kan forventede veerdier erstattes
med tidsmiddelveerdiergpsaedvanlig vis.

5.4.2 Krydsspektret for to stokastiske signaler

Krydsspektret for to stokastiske signaler defineres som den fouriertransformerede af krydskorrelations-
funktionen for de to signaler, afs

Rxy(r) «— Sxy(f) og Rxv(k) &5 Sxy(f) . (5.100)
Det bemeerkes, & xy (f) normalt er en komplex starrelse, at
Sxy (f) = Sxy(=f) (5.101)
samt, at
Syx(f) = Sxy(f) - (5.102)

Krydsspektret rummer oplysninger om, inden for hvilke frekvensater de to signaler har en vis lighed,
idet dette spektrum vil vaerg 0 inden for @«danne onéder.

5.4.3 Multiplikation af stokastisk signal med en konstant

Denne simple modifikation af det stokastiske sighigt) kan udtrykkes f formen

Y(t) =aX(t) , (5.103)
hvor a er en reel konstant, som €r0, og E{X (¢)} = 0.
Den endimensionale sandsynlighedstaethedsfunktion for sigrigt¢tkan findes g den nade, der er

omtalt i kap.5.1.2 Man far
1

wy (n) = mﬂ)x(n/a) : (5.104)
SignaletY (t)’s effekt Py- findes let il
Py =a*Px (5.105)
hvor Px er X (t)'s effekt. Af udtrykket
Ry (1) = E{aX (t)aX(t + 1)} = a®*Rx (1) (5.106)
fas dernaest umiddelbart, at
Sy (f) = a*Sx(f) . (5.107)
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Det er indlysende, &t (¢) er et stationeert signalanX (¢) er det.

Ved visse tekniske anvendelser traeffer man en lidt anden form for signalkombination, idet

Ut)=aX(t)+b , (5.108)

hvora ogb er reelle konstanter og # 0.

b har i dette tilfeelde den betydning, at der til signaléf(¢) adderes det konstante (DC) sighaMed
betegnelserne fra kap.1.2vil £ = v(n) = (n — b)/a 0g #'(£) = a. Heraf fas, at

wo () = ,iwm —b)/a) . (5.109)

SignaletU (¢)’s effekt er da (idetE{ X (¢)} = 0)

Py =a*Px +b* | (5.110)
dets autokorrelationsfunktion
Ry(1) = a®Rx (1) +b* | (5.111)
og effektteethedsspekttet
Su(f) =a*Sx(f) +b*3(f) . (5.112)

Alle de anfgrte udtryk kan o@sformuleres tilsvarende for digitale signaler.

5.4.4 Linearkombination af to stokastiske signaler

Safremt man af to stokastiske signalé(t) og Y (¢) danner
U(t) =aX(t) +bY (t) , (5.113)

hvor a og b er konstanter, kan man finde den endimensionale sandsynlighedstsethedsfunkiiot) for
ved passende anvendelse af resultaterne ikdplog kap.5.4.3

Af udtrykket

Ry(t) = E{(aX(t)+0bY () (aX(t+71)+bY(t+17))}
= a*Rx(7) + b*Ry (1) + abRxy () + abRy x(7) (5.114)

ses det, at beregning af autokorrelationentfgt) kraever kendskab tilé&rel Rx (1) og Ry () som til
krydskorrelationsfunktionéfi Rxy (7).

Signalets samlede effekt er
Py = a*Rx(0) + bRy (0) + 2abRxy (0) . (5.115)

Hvis Rxy (0) er negativ og af en passende starrelse, er dex ialtst til hinder for, at?; vil kunne veere
mindre end BdePy og Py. U(t)’s effektspektrum beregnes ud fra

Su(f) = a®Sx(f) + b°Sy (f) + 2abRe[Sxy ()] (5.116)

(se kap5.4.2.

Bemeerk, at afremtSx (f) i forvejen indeholder ed-funktion vedf = 0 af styrkend2, hvor d er en konstant,&r den
resulterendé-funktion vedf = 0 styrken(ad + b)?. Det er selvfglgelig muligt, atd + b vil kunne f& veerdiero.
1GBemaerk, atlb(ny(T) =+ Ryx(’r)) = ab(ny(T) =+ ny(fT)).
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Er X(t) og Y (t) helt ukorrelerede (eller stokastisk uafhaengige) og er eftéN (t)} = 0 eller
E{Y (t)} = 0, simplificeres udtrykkene til

Ry(1) = a®Rx (1) + b*Ry (1), Py =a’Px + b’ Py (5.117)

og
Su(f) = a’Sx(f) +b*Sy(f) - (5.118)

Der geelder lignende udtryk for digitale signaler.

5.4.5 Produkt af to stokastiske signaler

Visse ikke-stationgere signaler, som optreeder i praksis, kan opfattes som produktet af to stokastiske
signalerX (t) og Y (¢), d.v.s.
Vit)=X@t)Y(t) . (5.119)

Kun hvor de ind@ende signaler er stokastisk uafhaengige, bliver resultatsignalet rimeligt simpelt. Dets
autokorrelationsfunktion kan da vises at veere

Ry (1) = Rx(7)Ry (1) . (5.120)

Dette resultat kan o@sformuleres for digitale signaler.

5.5 Kaorrelationsfunktion for deterministiske signaler med
endelig energi

| forbindelse med filtrering af stokastiske signaler er detidgsnsigtsmaessigt at introducere autoko-
rrelationsfunktionen for signaler med endelig energi. For et analogt sighamed endelig energi er
denne givet ved

Ri(7) = /_ O:O h(Oh(t + 7)dt. (5.121)

Bemaerk, at der her ikke normeres med integrationstiden som for ergodiske stokastiske signaler. En
forstaelse af dannelsen af autokorrelationen Kenffa omskrivningen

Ri(7) = h(—7) # h(r) = /_ o; h(O)h(0 + 7)d6. (5.122)

Heraf ses, aRy, (7) kan beregnes ved at folde en tidsreverseret version af signalet med sig selv. Dette er
illustreret & figur5.6. Heraf fas ogé energitaethedsspektret for autokorrelationsfunktionen

Ry (1) = h(=7) x h(7) < H*(/)H(f) = |[H(f)|? (5.123)

For et digitalt signah(n) med endelig energék

Rp(k) = i h(n)h(n + k), (5.124)
hvilket ogs kan skrives som
Ry(k) = h(~k) = h(k) & H*(F)H(f) = [H(f)]* (5.125)
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h(t)
o

-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

h(-t)
o

-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

4 ~ok

I I I I I
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figur 5.6:Beregning af autokorrelationsfunktionen for et analogt signal med endelig energi.

5.6 Kaorrelationsfunktion og effektspektrum for periodiske
signaler

| praksis optraeder deterministiske periodiske signatefertiden sammen med stokastiske signaler. Da
beskrivelsen af et stokastisk signal normalt f@mega basis af signalets autokorrelationsfunktion eller
dets effektteethedsspektrum, kan det veere nyttigh agslefinere korrelationsfunktioner for periodiske
signaler.

5.6.1 Autokorrelationsfunktion for et periodisk signal

For et periodisk analogt signa(t) defineres signalets autokorrelationsfunktieaf’

ir
Ry(r) = % /_ L 99t + )t (5.126)

(sefigur5.7). R4 (7) er igen et periodiskignal med samme periodefiisomg(t), hvilket let verificeres,
hvis r erstattes med + 7' i (5.129.

En autokorrelationsfunktion er endvidere en Ifgektion af tiden, d.v.s.R,(7) = R,(—7). Denne
egenskab verificeres agtet ved en variabeltransformation, idet man udnytter, at integrationsintervallet
i definitionen forR, (1) ikke behgver at starte ti 7", men blot skal omfatte 1 periode™&f(t) .

"Bemeerk forskellen mellem denne definition og den, der benyttes for signaler med endelig energbi%fsnit
18strengt taget kan man her ngjes med et helt antal perioder eller med udtrykket

Ry(7) = lim l/ g(t)g(t +7)dt

TlﬂocT

se oga kap7.1.2
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|
I I I I 1 I I I
-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

I I I I I I I I
-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

I I I ]
-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Figur 5.7:Beregning af autokorrelationsfunktionen for et periodisk signal.

Af udtrykket
R, (0) = 1/5T 2()dt (5.127)
g - T 7%Tg .
ses det, aR,(0) = P, hvor P er signalets effekt (se ogkap.2.4).

Autokorrelationsfunktionen for et peridisk digitalt sigrgh) defineres tilsvarende ved

1 N-1
Ry(k) = N Z g(n)g(n + k) (5.128)
n=0
hvor k er hel. Ogé i dette tilfeelde har man
Ry(k) = Ry(k + N), Ry(k) = Ry(—k) 0g P =Ry(0) (5.129)
5.6.2 Effektspektrum for et periodisk signal

SpektretS, (m) for det periodiske signak, () kaldes effektspektrdor signalety(t), og man har alés

Ry(1) & S,(m) (5.130)
Begrundelsen for denne betegnelse kan let ses, hvis udtrifkke) omformes til
1 37
Rylr) = [ a(=Da(r —t)dt = g(~7) x g(7) (5.131)
T2
Heraf falger, at
Sy(m) = G*(m)G(m) =| G(m) | (5.132)
hvor g(t) & G(m), samt at den samlede effeRti g(¢) kan skrives a formen
P= > 54(m) (5.133)
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EftersomR,(7) er en lige funktion ir, vil effektspektretS,(m) veere en lige og reel funktiori. Be-
maerk, aiS,(m) er uafhaengig af(t)’s fasespektrum, hvilket igen indebeerer, at forskellige signaler kan
have samme effektspektrum og dermed samme autokorrelationsfunktion. | gvrigt er, som det umiddel-

bart sesS,(m) > 0. EffektspektretS,(m) for et periodisk digitalt signag(n) & G(m) defineres p
tilsvarende rade ved udtrykket

Ry(k) & S,(m) (5.134)

og det vil som ved periodiske analoge signaler geelde, at

N-1
Sg(m)=| G(m) [>,  P=>_ S¢(m) og  Sy(m)=>0 (5.135)
m=0

5.6.3 Krydskorrelationsfunktion for to periodiske signaler

Krydskorrelationsfunktioner () for to periodiske analoge signalgft) og ~(t) med samme peri-
odetid defineres ved

ir
Ryn(7) = % /_ . 9(h(t+ )t (5.136)

Rgn(7) er ogs periodiski 7 med perioderf’, A Ry, (1) = Ry (7 + T'). Krydskorrelationsfunktionen
er ikke nogen lige funktion'? 7. Derimod geelder der relationen

Ry (T) = Rpg(—7) (5.137)

hvilket let ses ud fra definitionerépkrydskorrelationsfunktionen, variabeltransformatiofiea ¢ + 7
og den kendsgerning, at den viste integration - blot den udstreekkes over en hel periode - er uafhaengig
af starttidspunktets beliggenhed fidsaksen.

Krydskorrelationsfunktionen for to periodiske digitale signajén) og h(n) er og® periodisk med
samme period&’ somg(n) ogh(n), og den beregnes ud fra udtrykket

1 N-1

Ry (k) = N Z g(n)h(n + k) (5.138)
n=0

Det ses let, aR,, (k) = Rpg(—k).

Bemeerk, at selv om de viste udtryk B, (7) og R, (k) indebeerer integration eller summation over 1
periode af produktet af signalerne, vil det geelde, at

1
Jim o /T g(t)h(t+ 7)dt = Ryp(7) (5.139)
og
lim —— 5" g(n)h(n + k) = Ryn(k) (5.140)

(se oga kap.7.1.9.

Dette geelder dog ikke,&fremt h(t) er proportional medg(t). | dette tilfeelde benyttes undertiden betegnelsen
helt korrelered®m signalerne.
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5.6.4 Krydseffektspektrum for to periodiske signaler

Den fouriertransformereds,;, (m) af Ry, (7) kaldes krydseffektspektrédr de to signaleg(t) og h(t)
. Dette spektrum er normalt en kompleks funktion af frekvensparameteréf omformningen

1 [T
Ry(7) = /_ng(—t)h(T —b)dt = h(r) * g(—7) (5.141)
far man umiddelbart, at
Sgn(m) = H(m)G*(m) = H(m)G(—m) (5.142)
hvor g(t) & G(m) ogh(t) & H(m) .
For digitale signaler geelder
R (k) & Syn(m) = H(m)G*(m) (5.143)

hvor g(n) & G(m) og h(n) & H(m). Krydseffektspektret giver aksoplysning om, ved hvilke
frekvenser begge de to signaler har spektrale komponenter. Som udtrykkef)g (fier) viser, vil der
eksistere mange forskellige signalpar, som har samme krydseffektspektrum og dermed samme krydsko-
rrelationsfunktion.

5.6.5 Kaorrelationsfunktioner og effektspektre for rene toner

Det analoge rentonesignal
g(t) = ay cos(2m fot + 61)
og det digitale rentonesignal
g(n) =a; COS(QW%IS + 61),

hvor a; og 6, er konstanter, og hvor perioderne er henhold8Vis 1/f; og N, har som bekendt kun
spektrale komponenter ved = +1 (se kap2.5.]). | begge tilfeelde er

Sy(£1) =| G(£1) *=ai/4 (5.144)
Folgelig er autokorrelationsfunktionerne for de to signaler
1 1 k
Ry(1) = 5(1% cos 2 foT og Ry(k)= ia% cos 27rN (5.145)

Bemeerk, at signalernes fasevinKelikke indgar i udtrykkene for autokorrelationsfunktionen, hvorfor
alle rene toner med samme frekvens og samme styrke har den viste autokorrelationsfunktion.

Krydskorrelationsfunktionen for to rentonesignaler med samme frekvens findeeokiest ved spek-
trale betragtninger. Ey(¢) og g(n) givet ved udtrykkene ovenfor, og er
h(t) = ag cos(2m fot + 62) 0g h(n) = ag cos(2mn/N + 63) , vil

Sgn(£1) = LIZQ eF1(02=01) (5.146)
hvilket medfarer, at wa
R (7) = =2 cos(2m fot + (62 — 61)) (5.147)
og
Ry (k) = ‘“2“2 cos(27r% + (02— 61)) (5.148)

Som det kunne ventes indgproduktet afi; og ao samt forskellen mellem, og 6; i udtrykket for
krydskorrelationsfunktionen. Har de to rene toner ikke samme mindste periodadeikly, () = 0 og
Rgn(k) = 0.
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5.6.6 Korrelationsfunktioner for periodiske signaler med lige store spektrale kompo-
nenter

Et periodisk Bndbegraenset signal, hvis spektrale komponenter alle er lige store og reelle, vil antage sin
starste veerdi vet= 0 ellern = 0, og ingen andre periodiske signaler med spektrale komponenter ved
de samme frekvenser og med samme effekt vil antage veerdier, der er stgrre.

Et sAdant signalg(t) eller g(n)) med lige store og reelle spektrale komponenter er endvidere kende-
tegnet ved, at dets autokorrelationsfunktion er proportional med signalet selv @@altsamme form

som signalet. Dette fglger umiddelbart aff&f(r) <Z>\ G(m) |> og Ry(k) ﬁ\ G(m) |. Har det analoge
signal h(t) spektrale komponenter ved de samme frekvenser g@im vil der om krydskorrelations-
funktionenRy, (7) geelde, at den har samme form saqn). Dette ses umiddelbart af, at

Sgn(m) = H(m)G*(m) = k,H(m) (5.149)

hvor &, er den konstante og reelle veerdigéf)'s spektrale komponenter.
5.6.7 Autokorrelationsfunktion for periodisk firkantsignal
Autokorrelationsfunktionen for det periodiske signal
Joa |tl<ie
9(t) = { 0 30<|t|<iT (5.150)
hvor konstanted < %T, kan for positiver-veerdier beregnes af

1 lo—r
- /2 a’dt = a®0(1 — 7/6)/T (5.151)
T ~10

se figur5.8, sdledes at man for enhver veerdirafar

Ry(1) = aQ% <1 — T) : | 7]< 8 (5.152)

For det digitale signal

) a 0<n<Ny—-1
g(n){ 0 No<n<nN-_1 (5.153)
hvor konstantedVy < %N, vil man for positivek-veerdier & summen
1 NoLk No—k
N ZO a? = TaQ (5.154)
og dermed vil
No | k|
Ry(k) = a2W (1 — No) , | k|< No (5.155)

Disse resultater ville naturligvis ogskunne &s, dersom man beregnede effektspektret for firkantsig-
nalerne (se f.eks. ka.p 2.3.2) og defpuriertransformerede dette spektrum.

Signaler, hvoT < 6§ < T og N < Ny < N har autokorrelationsfunktioner, som enklest findes, hvis
man betragtey(t) og g(n) som en sum af et DC-signal og et periodisk firkantsignal med %T og
No < AN, hvora er negativ.
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Figur 5.8:Autokorrelationsfunktionen for en periodisk firkantsignal. Signalernes placeéitiggaksen
for bestemmelse ak, (7 ), indikeret ved den stiplede linie, er vist.

5.6.8 Spektrumbestemmelse ved krydskorrelation

Krydskorrelationsfunktionen mellem et periodisk siggé@l) og en ren tone giver mulighed for at

bestemme(t)'s spektrum ved den rene tones frekvensggy) L G(m) = Gr(m) + jGr(m), og
lader man den rene tone have formern2rmgt /T, vil

1 a7
Rye(r) = / " glt) cos(2mmo(t + )/ T)dt (5.156)
—ir
2
Dette udtryk lader sig let omregne til
1 37
Rye(t) = cos2mmor/T - T/ ) g(t) cos 2mmyt /T'dt
—ir
2
1 37
—sin 2rmo7/T - —/ g(t) sin 2rmgt /T'dt
T —%T
= Gpgr(mo)cos2mmor /T + Gr(mo) sin 2rmo7 /T (5.157)
Heraf ses det umiddelbart, at
T
Rye(0) = Grimo) 09 Rye <4mo) — G1(mo) (5.158)

Tilsvarende regninger er mulige for digitale signaler.

5.7 Lineeer og ikke-linezer bearbejdning af stokastiske signaler

Ligesom ved periodiske signaler er den vigtigste form for lineaer signalbearbejdiinghar inter-
esse i forbindelse med stokastiske signaler, filtrering med tidsinvariante filtre. Som felge af, at der
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ved stokastiske signaler er signalets autokorrelationsfunktion, der har betydning for signalets spektrale
opfarsel, &r omtalen af denne form for linezer signalbearbejdning et lidt andet indhold end tilfeeldet er
for de gvrige signaltyper.

Hvad ikke-lineaer signalbehandlirangar, findes der ikke for tiden nogen generel fremgarégsentil
bestemmelse af alle resultatsignalets karakteristikaddte punkt er det navnlig ikke-lineaere syste-
mer med "hukommelsé&®, som volder de stgrste vanskelighedéd&nne systemer vil derfor ikke blive
behandlet her, ligesom der kun vil blive omtalt et par - i praksis meget anvendte - systemer uden "hukom-
melse”.

5.7.1 Filtrering af stokastiske signaler

I mangfoldige tekniske anvendelser forekommer der filtrering af stokastiske signaler med saedvanlige
filtre med impulssvaret(t) eller h(n) og overfaringsfunktione ( f), hvor

h(t) — H(f) og h(n) &5 H(Ff) . (5.159)

Ud fra en stokastisk synsvinkel er dette ensbetydende med, at der til ethvert af de udfald, som det
forelagte eksperiment har, knyttes et nyt signat) ellery,(n) gennem vedtaegten

yqe(t) = h(t) xz4(t) eller ygu(n) = h(n)*z4(n) , (5.160)

hvor z,(t) eller z,(n) er indgangssignal til filtret. Udgangssignalet fra filtret kan2attgs betragtes

som en stokastisk procé¥t) eller Y (n), og det er denne stokastiske proces’s egenskaber, som gnskes
fastlagt ud fra kendskabet til den stokastiske prao€e¢s) eller X (n) pa filtrets indgangsside og filtrets
karakteristika.

Det er muligt at vise, at&fremt indgangssignalet til filtret er strengt stationagittdet samme geelde
udgangssignalet fra filtret. Derimod er en stationariégt’pe orden & indgangssiden ikke ngdvendigvis
nok til at sikre samme ordens stationaritatyrigangssiden af filtret.

Hvad sandsynlighedsteethedsfunktiorfen signalet @ filtrets udgang arég, findes der ingen al-
mengyldig beregningsmetode, som kan benyttes. Det er dog muligt at,\asehfremt "varigheden”

af filtrets impulssvar er stor sammenlignet med "varigheden” af indgangssignalets autokorrelationsfunk-
tion, hvor det Igse udtryk "varighed” f.eks. kunne betyde RMS-varighed, vil udgangssignalets sandsyn-
lighedsteethedsfunktioner neerme sig til at blive normale (gaussiske) uanset indgangssignalets sandsyn-
lighedstaethedsfunktioners form.

Det er umiddelbart indlysende, at filtrering af et stokastisk signals forventeddi(DC) i det analoge
tilfeelde vil forech efter udtrykket.

E{Y(t)} = L O:O h(O)E{X(t — ©)}dO = B{X(t)} - L O:O h(©)dO = E{X (1)} - H(0) , (5.161)

og tilsvarende for det digitale tilfaelde

E{Y(n)} = i M) E{X(n—q)} = E{X(n)}H(0) . (5.162)

g=—00

Autokorrelationsfunktionefor udgangssignalet fra filtret kan for analoge stokastiske signaler beregnes
pa falgende rade.

Dette udtryk betyder, at systemets ikke-linezere karakteristik afhaenger af systemets fortid d.v.s. af det signal, der indtil det
betragtede tidspunkt haBpirket systemet.

2se f.eks. R.A. Altes: Wide Band Systems and Gaussianity, IEEE Transactions on Information Theory, IT-21, november
1975, side 679-82.
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Idet

Y (t) = h(t) = X (1) (5.163)
og
Yt+7)=h({t)xX(t+71) , (5.164)
finder man let
Y($Y(t+7) = /OO /Oo hO)X(t—©) - h(e) - X(t+ 7 — 0)dOdo | (5.165)
hvorefter
Ry (r) = B{Y ()Y (t + 1)} = /_OO /_OO W(©)h(0)Rx(r — 0 + ©)dOdo . (5.166)

Indfares i dette udtryk variabeltransformationgr- o — ©, fas
Ry(r) = / Rx(r —7) / h(O)h(o +7)dOdy . (5.167)
Som naevnt i afsnib.5, er det inderste af de to integraler autokorrelationsfunktid®gy) for det givne

filter. Dette betyder alég at
Ry (1) = Rp(7) * Rx(7) . (5.168)

Eftersom
Ry(7) = h(—=7) x h(r) < H*(f)H(f) , (5.169)

vil det altsa i frekvensdomaenet geelde, at

Sy(f) =l H(f) | Sx(f) - (5.170)

De viste beregninger kan aggennemfgares for digitale signaler og giver tilsvarende resultater.

Krydskorrelationsfunktionef® xy (7) mellem indgangsssignal til og udgangssignal fra filtret kan bereg-
nes ud fra

Ryxy(r) = E{X(OY(t+7)} = E{X(1) /_ T h(O)X(t 7 — ©)de)
_ /_ " h(O)Rx (7 — ©)dO = h(r) % Rx(7) . (5.171)

Denne relation mellenRx (1), Rxy (7) 0og h(7) benyttes i praksis til at bestemnig€r) og dermed
H(f) for filtre.

| frekvensdomeenet er resultatet ensbetydende med

Sxy(f) =H(f)Sx(f) . (5.172)
Beregningerne kan ogggennemfares for digitale signaler med tilsvarende resultater.

Udgangssignalets effel®- kan naturligvis findesaflere nader. For analoge signaler vil
Py = [ Rx(@Ra(odr = [ | HE) P Sx(Ddf (5173)

—00

medens de tilsvarende udtryk for digitale signaler er

N 1 )
Py —q:z_:ooRX(Q)Rh(Q) =37 /_fg | H(f) |2 Sx(f)df . (5.174)
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Spektrum Akvivalent stgjbandbredde for |H(f)|2

k 30

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Frekvens [Hz] Frekvens [Hz]

Figur 5.9: Definition af aekvivalent stafmdbredde for filterf; er her valgt til middelfrekvensen for
spektret.

EftersomPy > 0 for ethvert filter, vil det medfare, at et vikligt stokastisk signals effektspektrum
aldrig kan antage negative veerdier, alts

S(f)>0 . (5.175)
| forbindelse med filtre benytter man ofte begrebet aekvivalent stgjbrBddeom defineres ved
| H(f) |? | H(f) |?
B :/ df og B :/ d, 5.176
= THGPT % P ) THGIPY (5:176)

for henholdsvis analoge og digitale signaler, hyiper en eller anden karakteristisk frekvens for filtret,
f.eks. f = 0, centerfrekvensen eller den frekvens, hyaH (f) | er sterst mulig. Selv om det ikke
fremgar af notationen, eB, en funktion af &vel| H(fi) | som affy.

5.7.2 Hvid og farvet stgj

Med udtrykket hvid stemenes stgj, hvis effekttaethedsspektrum er konstant ved alle frekvenser, d.v.s.
Sy(f)=A4 , (5.177)
hvor A er konstant.
Autokorrelationsfunktionen for denne stgj bliver da for analoge signaler
Ry(r)=A-06(r) . (5.178)

Det ses umiddelbart, at signalets effekt er uendelig, hvorfor man af fysiske grunde ikke kan realisere et
sadant signal. Signalet har dog visse teoretiske anvendelser (se senere).

Et digitalt hvidstgjsignals autokorrelationsfunktion er, som det let ses
Ry (k) = Ad(k) (5.179)
og for dette signal ePy = A. Et adant signal kan realiseres og benyttes ofte i digital signalbehandling.

Bandbegreenset hvid stsgmkommer, dersom man filtrerer hvid stgj med et passende filter med over-
faringsfunktionend (f)?2. For dette signal vil det geelde, at

Sx(f)=IH(f)I*?A . (5.180)

22| daglig tale er der i betegnelserfutdbegraenset hvid standerforsket, at det neevnte filter hak «onstant veerdi af
| H(f) | i gennemgangsoradet som muligt&edes, at stajen er "hvid” inden for dette frekvensader.
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Autokorrelationsfunktionen for signalet bliver da
Rx (1) = ARp(1) . (5.181)
Af udtrykket
o0 o0 9
Px= [ sx(hdr=a [ 11 P () (5.182)
som geelder analoge stgjsignalér, fnan straks
Px = A| H(fi) |> Be = 2BcSx(fx) (5.183)

hvor B, er filtrets aekvivalente stefimdbredde beregnet ud fra den karakteriskiske frekygitse kap.
5.7.0.

Heraf fremgr det, at3, kan opfattes somdmdbredden - ved positive frekvenser - af datdlbegreensede
hvidstgjsignal med effektteetheddr (f.), som har samme effekt som det oprindelige signal.

For digitale signaler forlgber regningerna filsvarende rade &ledes, at resultatet her bliver

1 fa Be
Py =5p [  Sx(Ndf = 8x () (5.184)

Bemeerk, at den aekvivalente stijidbredde her ses i relation fjj = (2AT) !, se ogé kap.5.3.2.
Betegnelsen "lysergd stdjfenyttes om stgj, hvis spektrum har formen

_ 4
1
hvor A er en konstant. Det er umiddelbart indlysende?at dette tilfeelde ogé er uendelig stor, hvorfor

de i praksis forekommende lysergde signaler@@dbegraensedéeel ved lave som ved hgje frekvenser.
Spektret for Andbegreenset lysergd stgj kan da veere givet ved

Sx(f) (5.185)

A
— for f, < <
sx(p={ [f] OnslTI< o (5.186)
0 ellers
og dette signals effekt lader sig udregne til
B Jo
Px =2AIn T (5.187)

5.7.3 Smalbandsstgj

Betegnelsen smalimdsstajpenyttes om et signdl (¢), hvis effektteethedsspektrum kun er forskelligt
fra 0 inden for et sneevert frekvergid af bredde®3 placeret ved frekvensefy. Det vil normalt veere
sadan, atB < fp.

Et small&dndssignal optreeder i praksis f.eksiy man skal bestemme et stokastisk signals spektrum ved
hjeelp af et Andpasfilter.

Pa lignende rade, som det er tilfaeldet ved smattaissignaler med endelig energi, er det bekvemt at
betragtel/ (¢), som er en sum af to stokastiske signaleit) og Y ()

V(t) = X(t)cos2m fot + Y (t) sin 27 fot . (5.188)
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Da tident ogsa indcar i de trigonometriske faktorer, er det ikke indlysendel/ét) er stationzer, selv
om X (t) ogY(t) er det.

Betingelsen for, at/(¢) er svagt stationeer er, at den forventede veerdi og autokorrelationsfunktionen af
V (t) er uafhaengig af tidens nulpunkt (jf. kep2.1). Dette betyder da

E{V(t)} = E{X(t)} cos2m fot + E{Y (t)} sin 27 fot , (5.189)

at
B{X()} =0 og E{Y(t)}=0 . (5.190)

Af udtrykket

Ry(1) = E{(X(t)cos2nfot + Y (t)sin2n fot)(X (¢t + 7) cos 27 fo(t + 7)
1Y (t + 7)sin 27 fo(t + 7))}

%(Rx(T) + Ry (7)) cos 2 for — %(RyX(T) — Ryx(7))sin2m for (5.191)
+%(RX(7') — Ry (7)) cos2mfo(2+7) + %(RYX(T) + Rxy(7))sin2n fo(2t + 1)
ses det straks, ahemt

Rx(7) = Ry(1) o9 Rxvy(T)=—-Ryx(1) , (5.192)
vil V(t) veere svagt stationzer, og det vil geelde, at
Ry (1) = Rx(7) cos 2w for — Ry x(7)sin 27 for . (5.193)

Det er heraf klart, at spektret for de to stokastiske signalér) og Y (¢) vil vaere koncentreret i en
omegn aff = 0 og med en Andbredde af stzrrelsesorde@efa.

Danner man nu to ny stokastiske signaler

Al) = /X2 1 Y2(0)  (t) = arctan (—)};((2) (5.194)

af signalerneX (t) og Y (¢), ses det, at man kan skriv&(t) pa formen
V(t) = A(t) cos(2m fot +1(t)) . (5.195)
Ogsa signalerned(t) og+(t) vil groft set vaere signaler med spektre, som er koncentrerey reeb.

Er signalerneX (¢) ogY (t) begge uafhaengige og gaussiské de endimensionale sandsynlighed-
steethedsfunktioner for de to signaléft) og ) (t) veere givet ved

o _ o
wala) =4 g2¢ 7 @>0 (5.196)
0 a<0
(Rayleigh fordelingen, se oggabel5.1)
0? =Ry (0) =Py (5.197)
og*®
1
— <p<2
wy(B)={ 2z 0SPSI (5.198)
0 ellers

ZMan kan vise, atA(t) og(t) under disse omsteendigheder er stokastisk uafhaengige
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Effektteethedsspektret Autokorrelationsfunktionen
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Figur 5.10:Effekteethedsspektret og autokorrelationsfunktionen for RC-lavpasfiltreret hvid stgj.

B{A(t)} = (%m?)% (5.199)
og
o2 {A(t)} = (2 — %W)UQ , (5.200)
samt, at
Ry (1) = Rx (1) cos 2w foT . (5.201)

5.7.4 RC-lavpasfiltreret hvid stgj

Er X (t) et analogt hvidstgjsignal med effektteethedsspel@kgt/) = A, hvor A er en konstant, og
lader man filtret veere et RC-lavpasfilter med overfgringsfunktionen

1

H = .202
1) 1+ j2nfRC (5.202)
vil man altsa for udgangssignaléf(t) fra filtret fa spektret
2 A
Sy(f)=A|Hi(f) | = (5.203)
1+ | £]
hvor f; = (2rRC) 1.
Autokorrelationsfunktionen findes ved fouriertransformatiosat f) til
Ry(r) = -2~ (5.204)
YW T 9Re '
(se figur5.10. Signalets samlede effekt bliver da
A

5.7.5 Integreret stokastisk signal

Ved visse anvendelser (f.eks. bestemmelse af et signals efiiektiain brug for at danne signalet

V() = % /:TX(G)dQ , (5.206)

100 Kapitel 5. Stokastiske signaler



Impulssvar for h(t) [H(f)?
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Figur 5.11:Impulssvar, autokorrelationsfunktion og spektrum for integrator.

af det analoge signaX (¢).

Da integrationen over tidsrummét er sekvivalent med en lavpasfiltrering, k&f(¢) betragtes som
udgangssignalet fra dette filte@mnX (¢) er indgangssignal til filtret. Af dette falger umiddelbart, at

E{Y ()} = E{X(1)} . (5.207)

Af formen af impulssvarek(t) for integratoren (se figh.11) fremgar det, at

Ri(7) = { él_ 1/ I:Ij; (5.208)
hvorefter
Ry (1) = Ry(7) * Rx(7) . (5.209)

Er X (¢) et hvidstgjsignal med den konstante effektteethetliver

Ry (1) = ARp(7) (5.210)
og )
in“mfT
Sy (f) = AS(WfTJ;g . (5.211)
Effekten i signalel’ (¢) bliver
Py =A/T . (5.212)

Drejer det sig om et digitalt stgjsignal(n), som filtreres med den digitale integrator, bliver udgangssig-
naletY (n) givet ved

Y(n) = an X(q) - (5.213)
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Det findes umiddelbart, at

_k
Riy(k) = (1-%) /N Ikl<N (5.214)
0 ellers
Er Rx (k) = Ad(k), bliver Sx(f) = A, og dermed vil
1 sintfNAT]?
Sy(f)=A [N AT ] (5.215)
Udgangssignalets samlede effekt findes let til
Py = A/N . (5.216)

5.7.6 Den kvadratiske ensretter

Dette ikke-lineaere system finder bl.a. anvendelse valing af et stokastisk signals effekt. Sammen-
haengen mellem indgangsstarrelseng udgangsstarrelserfra systemet er

Y= az? , (5.217)
hvor a er en konstant.

Lader manX (¢) veere det analoge indgangssignal til det ulinegere systelfi(ogdet hertil svarende
udgangssignal & umiddelbart

E{Y(t)} = aE{X?(t)} = aPx . (5.218)
Y (t) har alté en DC-komponent, hvis starrelse angisg(t)'s totale effekt.

Benyttes resultaterne fra kap.l.2finder man, idet

x=*+\/y/a (5.219)
at
wx (my/n/a)twx(yn/a)
wy (n) = 2/an n= (5.220)
0 n <0
| det folgende seettes= 1 for enkelheds skyld.
SafremtX (t) er et gaussisk stgjsignaled E{ X ()} = 0, er
wy () = 1 T (5.221)
XS ar - Ry (0) ’ '
og derfor bliver
I W7 3 (o) 0
wy(n) =4 VeRx@ vi ¢ 2P (5.222)
0 n <0
Denne taethedsfunktion er afbildet fig.5.3.
Autokorrelationsfunktione®y () for udgangssignalét (¢) kan findes af
Ry(r) = E{Y@®)Y(t+7)}
- B0+ = [ [ ddux(@gandade . (5.229)
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Effekteethedsspektrum for bandbegraenset hvid stgj
T T T

206 -

P
0.4 b
0.2 4

0 1 I 1 1

-3 -2 -1 0 1 2 3

f/f0
Effekteethedsspektrum for kvadreret hvid stgj
T T T
2
1ol Ao _ _ RAO0 i
2

s ReOVf, _ _ i

~08F E

v>\
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0.4 B
0.2 b

0 1 1
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Figur 5.12:Effekteethedsspektret foAbhdbegraenset, hvid staj og kvadreréndbegraenset hvid stg;.

hvor wx (£1,&2; 7) er som anfgrt i kap5.2.3 Indfgrer man i dette udtryk den ny variabje= &, —
&1 Rx(7)/Rx(0), kanwx opspaltes i produktet af to sandsynlighedstaethedsfunktioner for henholdsvis
¢1 ogn. Dette kan sammen med oplysninger omE4tX ()} = 0 og E{X*(t)} = 3R%(0), og nogen
tids regninger fare til, af
Ry (1) = R%(0) + 2R% (1) . (5.224)

Heraf ses det tydeligt, &f(¢) har den DC-komponent, som er omtalt ovenfor, samt at spektrét(fior
bliver

Sy (f) = R%(0)5(f) +2Sx(f) * Sx(f) - (5.225)
Pa fig.5.12er som eksempel vist spektrg(t), nar X (¢) er kandbegraenset hvid stgj (ideelt filter).

Det bemzerkes, at den kontinuerte delSaf( f) altid vil veere# 0 i omradet omkringf = 0, uanset
hvorledesSx (f) ser ud.

Ved maling af et signals totale effekt (eller dets RMS-vaerdi) har ded bgsydning at kende AC-effekten
for signaletY (¢). Denne AC-effekt bliver

Pac = 2R%(0) (5.226)

som det kan beregnes ud fra enten udtrykketdo(n) udtrykket for R(7) eller udtrykket forSy (f).

5.7.7 Den lineaere dobbeltensretter

Den ulineaere karakteristik har i dette tilfeelde formen
y=alz| , (5.227)

hvor bogstaverne har samme betydning som anfart i kapa

*Dette udtryk kan ogs fremkomme af identitete®{ X (¢) X2 () X3 () X4(1)} = E{X1(t)X2(t)}E{X3(t) X4(t)} +
E{X1(t)Xs(t)} E{X2(t) X4 (t)} + E{X1(t) X4(t) } E{X2(t) X3(t) }, som geelder 4 signaler med simultan gaussisk taetheds-
funktion (4-dimensional).
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Lader man ogs her X (¢) veere det analoge indgangssignal til B¢t) udgangssignal fra ensretteren,
bliver sandsynlighedsteethedsfunktionen

wy (1) = { (;”X("/a)fwm/a) Zig . (5.228)
(jeevnfar kap5.1.2).
Meda = 1 og dersomX (t) er gaussisk, bliver
2
wy (n) = { Jrmm e T nz0 (5.229)
0 n <0
Heraf fas
BY(®)} = [ n-wylndn =2 Rx(0) - (5.230)
Denne middelveerdi (DC-veerdi) er d@tproportional med,/ P .
Det kan vises, at man under de givne forudsaetninger kan skrive

Effektteethedsspektret fdr (¢) fas ved ledvis fouriertransformation af udtrykkit (7). Ogsa dette
spektrum har en DC-komponent og AC-komponenter iaet omkring DC-komponenten (ngee= 0).

AC-effekten iY (t) kan beregnes til

Pac = (1— %)RX(O) . (5.232)
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KAPITEL

SEKS

Beregninger pa digitale signaler

Et digitalt signals veerdier kunne repraesenteres ved tal med et endeligt antal cifre (med "endelig pree-
cision”). Dette krav er en naturlig falge af, at digital signalbehandling saedvanligvis foretages med
materiel, som har en endelig registerlaengde. Hvilken betydning,addorf de udfarte beregningers
ngjagtighed, afhaenger bl.a. af, hvilke talformater der benyttes, samt af hvorledes beregningerne organ-
iseres. Da det ofte er af stor betydning inden for digital signalbehandling, at beregningér furgtgt,

medens kravet om slutresultatets ngjagtighed ofte ikke er seerligt stort, vil det nesesten altid kunne betale
sig at planlaegge beregningsgangen og fordelingen af datigihed veerende antal cifre ngje.

6.1 Talformater og aritmetriske operationer

Naesten al digital signalbehandling foéeg det binzere talsystem. dxder kun erd bit til radighed til at
repreesentere det digitale signals veerdier, benyttes ofte 2's komplement notation. De to mest almindelige
metoder at fortolke et bit-mgnstea pinder disse omstaendigheder er visfigur6.1

Ved digital signalbehandling benyttes i overvejende grad multiplikationer og additioner. For begge disse
operationer geelder det, at antallet af bit i repraesentationen for resultatet er starre end det antal bit, de
enkelte operander er repraesenteret med (ved addition bit, ved multiplikation2b bit). Medens man

altid vil kunne risikere overlgb ved additiorgrfman kun overlgb ved multiplikationander benyttes
heltalsrepraesentation.

Dette er begrundelsen for en vis forkeerlighed for anvendelse af brgkdelsrepraesentationen. Da addi-
tionsoverlgb kan forhindres ved en passende skalering, d.v.s. en multiplikatio2rthéar additionen,

er det almindelig kutyme at regne med, at additioner kan foretages koradddles at alle fejlkilder
optraeder ved signalbehandlingens multiplikationer.

Multiplikationsresultater skal alésafkortes tilb bit, og dette kan ske enten ved en afrunding eller ved en

 FORTEGN |+ bBIT
f:I | I [ 1 BRPKDEL
RADIXPUNKT —
FORTEGN 3 [+—— balT
ELT T 27271 1] HELTAL

RADIXPUNKT-

Figur 6.1:Format for brgkdel og for heltal.
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x@)*%()—-‘ax(h) ~ x(n)»%—‘-?;‘ ax(n) + s(n)
a

Q 5(n)

Figur 6.2:Model for kvantisering af resultat efter multiplikation.

FORTEGN » fpe——— b BIT ——
LEZ[:EE PR B B

‘ - - - -y
RAD)XPUNKT——-‘2'22 2b2bi
AFRUNDING  fw(£) AFSKERING  }w(5)

P=27712 2 P23 ob
-9~ b1 zb—r’ g _ Q'b o = ﬁ

Figur 6.3:Sandsynlighedsteethedsfunktionerne for afrunding og afskeering af resultatet efter multiplika-
tion.

afskeering. | begge tilfeelde er der tale om en ikke-lineser modifikation af det digitale signals vaerdier.
Virkningen af disse modifikationer er ikke let at udtrykke ngjagtigt. Der benyttes derfor en stokastisk
signalmodel, som i hgj grad minder om den, der anvendes ved omsaetning fra analogt til digitalt signal
omtalt i afsnit6.2

Til hver multiplikation, som udfares g den ovenfor omtalte ungjagtigeade, associeres et lille
stokastisk signak(n), hvis signalveerdier er forskellen mellem det korrekte resultat af multiplikatio-
nen og det afkortede resultat, som benyttes i de videre regninger (sé.2jur

Om signalets(n) antages det seedvanligvis
1. ats(n) et stokastisk uafhaengig adieel signaletr(n) som af andre signaler, der oassom falge
af anden signalbehandling.

2. at sandsynlighedsteethedsfunktiones({) for s(n) er rektanguleer, hvaf ligger i et interval af
bredder2~?, hvis beliggenhed er afhaengig af, om bitafkortningen sker ved afskzering eller afrund-
ing, se figur6.3, samt

3. at effektspektres,(f) for s(n) er hvidt, alt&
Ss(f) =272/12

suppleret med en DC-komponent af starrels@t®~!, nar der benyttes afskaering.

Forudsaetningen 1) er ensbetydende med, at stgjens AC-effedt givet sted i en digital signalbe-
handling kan beregnes som summen af de enkelte delsignalers AC-effekt henfart til det nsevnte sted.

1Som bekendt er afskeering bortkastning af de overskydende cifre, hvorimod afrunding indebeerer, at der til det korrekte
multiplikationsresultat adderes et tal svarende til halvdelen af det mindst betydende bit i slutresultatet, hvorefter der afskeeres.
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Hvad eventuelle DC-komponenter (hidrgrende fra afskeeringaraeg de naturligvis helt korrelerede,
og DC-effekten p et givet sted skal derfor beregnes ¢ien nade, at DC-veerdien farst beregnes ved
en summation af de enkelte DC-komponenter henfart til det naevnte sted @gaaspettes til en DC-
effekt.

Pa baggrund af denne signalmodel er det veerd at fremhaeve, at den raekkefalge, en forelagt digital
signalbehandlings deloperationer i udfgres i, kareh ikke uvaesentlig indflydelsea slutresultatets
ngjagtighed og stgjfrihed.

Et specielt problem frembyder konstanter, som éndglen digitale signalbehandling, idet visse former
for signalbehandling er meget falsomme for de udedige ungjagtigheder, der falger af konstanternes
repreesentation med et endeligt antal cifre. @fer geelder det, at man ved valg af en anden frem-
gangsnade til at opa den forlangte signalbehandling undertiden kan @vanskelighederne.

Som grov hovedregel kan man anfgre, at jo feerre additioner og multiplikationer en digital signalbe-
handling besir af jo bedre vil den normalt veere i stgjmaessig henséeivisd hensyn til beregninger
foretaget @ signalveerdier i flydendetals repreesentation henvises til speciallitteraturen.

6.2 Kvantisering af samplede signaler

Nar det analoge ogdmdbegraensede sigmalt) skal omseettes til det digitale signgh ), som repraesen-
teres ved hjeelp af tal med endelig preecision, vil det ofte vadesles, ay(n) # g,(nAT). Dette be-
tyder, atg(n) 0g g, (t) ikke kan veere helt sekvivalente. Betragter man nu et teenkt analogt sjgtal,
som er andbegraenset, og hvorom det geeldeg, & AT) = g(n), vil gi(t) ogg(n) veere sekvivalente.
For ethvert, kan man aledes skrive

gr(nAT) = ga(nAT) + gc(nAT), (6.1)
hvor g.(nAT) er forskellen mellengy, (nAT') 0g g (nAT).

Man teenker sig nu, at.(nAT) stammer fra en sampling af et lilléhdbegraenset analogt signalt),
som kaldes kvantiseringsstejdéden digitale signalbehandling, som foretagésgn), svarer derfor til
en signalbehandling udfarde & g,(t) og pAge ().

Er ¢, (t) et deterministisk signal, som er kendt, kan der korrigeres for afvigelserne, men denne situation
er ikke seerlig almindelig. Man antager derfor i regleryt) er stokastiskidet det derved bliver muligt
at forudsige visse af fejlsignalet(t)’s egenskaber.

6.2.1 Kvantiseringsstgjens egenskaber

Antagelsen om, aj.(t) er stokastisk, er naturligagremtg,(t) ogsa er stokastisk. De resultater, der
opnas @& denne rade, viser sig imidlertid ogsat have gyldighed for andre former for signaléxr; hlot

det antal cifre, som det digitale signal repreesenteres ved, ikke er alt for lille. Af afggrende betydning
for beskrivelsen afi. (t) er kvantiseringskarakteristikkens form, dvs. sammenhaengen mgllem7")

og g(n). Den naevnte beskrivelse bliver enklesir det antages, at alle karakteristikkens trin har samme
breddegy, dvs. atg, (t)'s amplitudeomade deles op i lige store intervaller. Det er dog veerd at bemaerke,
at denne forudsaetning ofte ikke er opfyldt helt i praksis, enten fordi de elektroniske kredslgb, som
udfgrer omseetningen, ikke er helt fejlfri, eller fordi man ved visse signaler - f.eks. tale - undertiden
bevidst bruger varierende trinstarrelse.

2| A. V. Oppenheim & R. W. Schafer: Digital Signal Processing, 1975, kap. 9, prob. 2, anfares det, at hvis man ved addition
af mange heltal & 2's komplement form @ forhnd ved, at resultatet kan rummes inden for den givne registerleengde, spiller
det ingen rolle, om der forekommer aritmetisk overlgb undervejs i beregningerne.
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Figur 6.4:Kvantiserings karakteristik.

Pa figur6.4ses et eksempebgen &dan kvantiseringskarakteristik. Den veerdjaft), hvor g(n) skifter
fra veerdier? til veerdier? 1, kaldese;, og det ses umiddelbart, at

0 S €1 S €0 (62)

Kvantiseringsstgjens sandsynlighedstaethedsfunktion

Antager man, at er lille i forhold til bredden af sandsynlighedstaethedsfunktiong(t) for g,(t), kan
man med den i afsn.2 anfarte sammenhaeng mellgg(nAT), go(nrAT) og gi(nAT) - og dermed
medg(n) - let finde, at sammenhaengen mellepinAT) og g.(nAT) bliver som vist gversta figur
6.5. Da sammenhaengen er stykkevis lineagk, mman for at finde kvantiseringsstagjens sandsynlighed-
steethedsfunktiom, () benytte den metode, der er omtalt i afshit.2 | det interval, som indeholder
ge(nAT) = 0, har man

9e(RAT) = —ga(nAT), (6.3)

og falgelig geelder der her
n=pE)=-¢ (6.4)

Bidraget fraw, (¢) til we(n) i dette interval &s alt& som

_wa(¥(n))
[ B/ (y(n)) |

hvor ¢ = ~(n) er den omvendte funktion svarenderti= 3(¢). | det generelle tilfeelde,ar

we(n) = wa(_n)v (65)

e1+ (¢ —1)eo < go(nAT) < e1 + qeo, (6.6)
hvor g er et helt tal, bliver
n=p() =—&+qeo, (6.7)
og resultatet bliver da
we(n) = Y wa(—n+ qeq), (6.8)
q=—00

hvor —e; <n <eg — ey.

3eller svarende til den mindst betydende bit i talrepreesentationeytior
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Figur 6.5:Udregningen af sandsynlighedsteethedsfunktionen for kvantiseringsstgjen.

we(n) er alts kun forskellig frad i det naevnte interval, og den findes gennem en addition af forskudte
dele afw,(n). Kan man forudseette, at disse forskudte dele er meget "smalle” wag at er "skikkelig”
og symmetrisk omy = 0, vil we(n) med god tilneermelse blive rektanguleer (se figu@.

Det er herefter enkelt at beregne kvantiseringsstagjens middelveerdi og effektaMan f

o-er 1 1
E{ge(nAT)} = / §%d§ =3¢ - @ (6.9)
.
og
2 €o—€1 2 1 6(2) 2
E{g2(nAT)} :/ & dg = D —eger 4 (6.10)
.

Bemeerk, at disse starrelser er uafhaengigg @f under de opstillede forudseetninger, samt at de kun er
funktioner afey og ey .

Blandt de mange mulige kvantiseringskarakteristikker, som forskellige veerdiggafer anledning til,
er specielt to interessante. Betragtes farst tilfazldet %eo, far karakteristikken den symmetriske form,
som kan ses®figur6.7.

Pa figuren vises ogsw,(¢) samt stgjens middelveerdi og effekt. Det vil bemaerkesafestw, (£)
ikke er bred sammenlignet meg, hvilket tidligere har veeret forudsat, vj(n) en god del af tiden veere
lig nul, og g, (t) omseaettes undeddanne omsteendigheder kiarlibt.

Tilfeeldet e; = ey giver anledning til en anden form for kvantiseringskarakteristik, se ftg8rsom
udviser andre karakteristikaang, (¢) er lille. Her vil alle fortegnsskift fow, (¢) bevirke, atg(n) skifter
mellem to naboveerdier. Omseetningsstajen vil derfor hele tiden veere til s§éde Man kan vise, at
kvantiseringsstgjens effekt under disse omsteendigheder er stgrre, end den er for afrunding.

Signal/stgjforhold ved kvantisering

Det opraelige signal/stgjforhold ved kvantiseringsprocessen kan bl.a. udtrykkes derved, at stgjens RMS-
veerdi ses i forhold til RMS-veerdien af det starst mulige sinusformede signal, som uforvraenget kan
omseettes.
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Figur 6.6:Summation af bidragene til sandsynlighedsteethedsfunktionen for kvantiseringsstgjen
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Figur 6.7:Sandsynlighedsteethedsfunktionen for afrunding ved kvantisering.

4900

Figur 6.8:Sandsynlighedsteethedsfunktionen for afskaering ved kvantisering.
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Benyttes en analog-digitalomseetter nietit plus fortegn, kan det sinusformede signals spids-spids
veerdi hgjst veere - 2°¢,. Har kvantiseringskarakteristikken den form, som sefigur6.7 (e; = %eo),
bliver signal/stgjforholdet i dB

RMS {signal 220 ¢y V12
20 log {.g. ) =20 log — 0 V2
RMS {kvantiseringssta} 2v2  eo

= 7,78+ 6,02bdB, (6.11)

Kvantiseringsstgjens spektrum

Kvantiseringsstgjen. () er khndbegraenset mef§ som gvre greensefrekvens. Fglgelig vil man kunne

skrive iy AT)
> sin 27 f, (t — nAT
ge(t) = E ge(nAT) 27ng(gt —AAT) (6.12)

n=—oo

For at f en rimelig let udledning af. (¢)'s spektrum er det seedvanlig praksis at antage:

1. atdet analoge signal,(t) har passende store signalveerdier i forhold til starretgesamt
2. at disse signalveerdier varierer passende usystemailskies

3. atto stgjveerdiey.(nAT') og g.(¢AT) er ukorrelerede for alle veerdier af# q.

Disse betingelser, som dels er affadt af gnsket om en enkel matematisk behandling af problemet, og som
dels synes at stemme rimeligt godt med praksis, giver anledning til falgende regninger.

Idet
sin 27 fo(t + 7 — qAT)

gelt +7) = 2 9e(4AT) 2rfg(t + 7 —qAT) ’

q=—00

(6.13)

vil kvantiseringsstgjens autokorrelationsfunktion kunne skridefopmen

Re(1) = E{ge(t)ge(t +7)} (6.14)

B 00 00 sin 27 fy(t — nAT) sin 27 f,(t + 7 — gAT)
- n;m q;@o E{ge(nAT)ge(qAT)} o), é “WAT)  2n fg(gt + 71— gAT)

Ifglge betingelsen 3) ovenfor er

2 —
B{ge(nAT)g.(4AT)} = { A A (6.15)

Betragtes nu farst tilfeelddi{ g.(nAT')} = 0, reduceres udtrykket faR, (7) til

sin 27 fy(t — qAT) sin 27 fo(t + 7 — qAT)
2rfg(t — gAT)  2mfy(t+ 71— qAT) ’

R(r) = E{@2(nAT)} 3 (6.16)

q=—00
som kan skrives @formen
sin 27 fg7
27 fgT
(se f.eks. appendi). Heraf ses det straks, at kvantiseringsstgjens effekttaethedsspekt(iimer
bandbegraenset hvidt

Re(1) = E{g2(nAT)} (6.17)

B %E{QE(HAT)} for| f|<f
Se(f) = { Sf ellers. ’ (6.18)
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Er E{g9.(nAT)} # 0, tilfgjes naturligvis til udtrykket forR.(7) et konstant led svarende til kvantiser-
ingsstajens DC-effekt. Maraf

sin 2 f, T

Re(7) = E{(ge(nAT) — E{ge(nAT)})*} Tonfir

+ E*{g.(nAT)}. (6.19)

Falgelig kommer udtrykket for stgjens effektteethedsspektrum til at indehol&darktion vedf = 0,

saledes at
S — 57,0 {9e(MAT)} + E*{ge(nAT)} 6(f) for | f| < fy (6.20)
=9 ellers. '

Som det er anfart ovenfor, er de regninger, som er udfart for at klarleegge kvantiseringsstgjens egen-
skaber, foreget [ det analoge signak.(t). Da g.(t) er bandbegraenset, er det i princippet muligt at
overfgre resultaterne til den digitale side.

| praksis kan man imidlertid komme ud for, at det lille kvantiseringsstgjsignal ikke vil kunne repraesen-
teres med rimelig ngjagtighed i det talformat, som benyttes til beregningérde pigitale signaler.
Omseetningen aR,(7) til digital form kan foretages @saedvanlig ade (se afsni.3).

Grov kvantisering

Ved udtrykket "grov kvantisering” forés den situation, der o@st rarw, (£) ikke leengere kan anses for
at vaere meget bredere ead Den enkle udledning af kvantiseringsstgjense egenskaber ovenfor holder
da ikke altid.

Man kan dog vise, at det er muligt at ngjes med en kvantiseriagiiieauer og alligevebfresultater,
som er ngjagtige. Dette geelder specielt bestemmelse af middelveerdier for stokastiske signaler (se f.eks.
G. A. Korn: Random Process Simulation and Measurements, McGraw-Hill, 1966).

Visse signaler - som tale f.eks. - varierer meget i styrke. Dette indebaerer, at kvantiseringsstgjen kan
blive generende, hvis A-D omseaetterens adw ikke udnyttes optimalt. Dette forhold kan i nogen grad
afhjeelpes ved addition af et lille stgjsignal til det analoge signal far kvantiseringen. Efter kvantiseringen
subtraheres det samme signal, og denne proces ger under navnét dither

6.3 Digitale filtre
Signalbehandling i et digitalt filter kan udtrykkes ved differensligningen
N-1 M-1
y(n) = Z apx(n —p) + Z bry(n —r). (6.21)
p=0 r=1

| udtrykket erz(n) indgangssignalet til filtrety(n) udgangssignalet fra filtret og, og b, filterko-
efficienterne. Filtreringen udfgregledes ved en vaegtet summation af indgangssignalet og tidligere
udgangsveerdier fra filteret. Hvis alle koefficienterne er lig O kaldes filteret et FIR (Finite Impulse
Response) filter, da impulssvaret har endelig varighed. bjisefficienterne er forskellige fra 0 kaldes
det et lIR (Infinite Impulse Response) filter.

“N. S. Jayant og L. R. Rabiner: The Application of Dither to the Quantization of Speech Signales, B.S.T.J., Vol. 51, No. 6,
July-August, 1972.
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For et filter, hvor koefficienterne ikke sendres over tiden, kan overfgringsfunktionen beregnes ved en
direkte fouriertransformation a6(21):

N-d M-1
V()= 3 apX(Pe AT 37 Y (f)e AT, (6.22)
p=0 r=1
Hermed &s
ML N-1
Y(f) (1 — Z bTe_j%’"ATf) = X(f) Z ape—jQTFPATf
r=1 =0
i
Y(f) H(f)
A = - 6.23
) X(f) 1—-Hy(f) (6.23)
hvor
Hg(f) = = bre*]?m"ATf
N
Hi(f) = ape I2PATS (6.24)
p=0

Filterets impulssvar findes ved ahtpykke en digitals-funktion pa indgangen. For et FIR filte@aé

direkte, at impulssvaret er givet ved koefficientetne sdledes ati(n) = a,. For et lIR filter er im-
pulssvaret veesentlige mere kompliceret at beregne, og ofte er det en fordel at opskrive et skema med de
forskellige signalveerdier. Et eksempél gette er givet nedenfor.

Eksempel 6.1 Beregning af impulssvar
| et digitalt filter udfares signalbehandlingen:
y(n) = apx(n) + agx(n — 2) + byy(n — 1)
hvorz(n) er indgangssignalet til filteret og(n) er dets udgangssignalg, a2 0gb; er reelle konstanter.

Filterets impulssvarh(n) findes ud fra tabellen:

n|z(n) | z(n—2)| y(n—1) y(n)
0 1 0 0 ag
1 0 0 ag b1a0
2 0 1 b1a0 b%ao + as
3 0 0 b%ao + az bifao + biag
4 0 0 bi’ao + bias b‘lla() + b%ag
5/ 0 0 biag + b2as | blag + bias
Der fas altsx:
0 n <0
h(n) =< agb? 0<n<1

agh} + ab?™% N >2
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6.4 Realisation af digitale filtre

Nar et digitalt filter skal realiseres i praksis, er der flere forhold, sdmiagttages,afremt det resul-
terende filter skal leve op til forelagte specifikationer.

Disse specifikationer afspejler saedvanligvis et gnske om, at filtret har en given overfaringsfunktion,
samt at signal/stgj-forholdeiltrets udgang er tilfredsstillende. Hertil kommer ofte kravet om, at den
tid, der dar til beregning af en ny veerdi af udgangssignalet fra filtret, holdes inden for snaevre greenser,
saledes at filtret kan benyttes i "sand tid”.

En digital filtrering kan naturligvis foreysavel ved hjaelp af specielt konstrueret digitalt udstyr som
ved hjeelp af programmerbart udstyr. | begge tilfeelde benyttes seedvanligvis den tidligere anfarte differ-
ensligning

N—-1 M—-1
y(n) =Y apz(n—p)+ > by(n—r) (6.25)
p=0 r=1

som udgangspunkt. | udtrykket () indgangssignalet til filtrety(n) udgangssignalet fra filtret ag,
og b, filterkoefficienterne.

Selv om et givet filter principielt kan realiseres direkte efter denne ligning, har erfaringen vist, at det er
nyttigt at sage at omforme udtrykkeiledes, at der tages passende hensyn til falgende forhold:

1. antallet af aritmetiske operationer (additioner og multiplikationer) minimeres,
2. antallet af gemte veerdier &fn) ogy(n) minimeres,
3. antallet af bit i repreesentationen fofn) og y(n) og for filtrets konstanter minimeres, og

4. filtre, hvor N og M er stgrre end 2-3, unds.

Filtre, som konstrueres med skyldig hensyntagen til disse undertidende modstridende krav, giver i reglen
en lgsning, som er gunstig med hensynawvel stabilitet, stajforhold, udstyringsforhold og hastighed.
Hvor der er tale om filtre af FIR-typen (d.v.s. hviar = 0), kraeves der naesten altid en veerdiNaf

som langt overskrider den starrelse, der er anfgrt i punktadagne filtre benyttes imidlertid ofte i
forbindelse med Igsninger, hvor der opereres med flere forskellige veerdier af samplingtidsintervallet.
Detaljer om &danne realisationerafindes andetsteds (f.eks. Crochiere & Rabiner, 1983).

Ved filtre af IIR-typen (d.v.s. hvor ikke alle, = 0) er det som regel ngdvendigt at opspalte filtrets
overfaringsfunktionH (f) i et produkt af passende valgte delfiltres overfaringsfunktioner, sonaderp
hver kan realiseres med de begraensningéoig M, som punkt 4 tilsiger.

Hvorledes man finder filterkoefficienterné@rid ( f) er givet, vil ikke blive omtalt her, men der henvises

til den omfattende litteratur om emnet, som agsnfatter regnemaskinprogrammer til filterdimensioner-
ing. Det vil dog nok veeredsin plads at omtale et par enkle regler, hvormed man kan modificere fore-
lagte filtres impulssvar oggden nade & nye filtre med specielle egenskaber. Disse regler er specielt
nyttige ved FIR-filtre, men kan ogdringes i anvendelse ved IIR-filtre.

Frekvensforskydningsregld€ae afsnit2.6) kan generelt udtrykkesjformen

h(n)ed2mfonAT S5 H(f — fo) (6.26)

hvor f; er en konstant.

Der er alté& mulighed for at forskyde overfaringsfunktionea foekvensaksen ogakedes a simpel vis
realisere en filterbank med ens filtre. Omsat til reel form lyder reglen f.eks.

2h(n) cos(2m fonAT) 22 H(f — fo) + H(f + fo) (6.27)

114 Kapitel 6. Beregninger pa digitale signaler



Forsinkelse X(n) x(n-1)

Multiplikation x(n) —-@—» a x(n)
Addition x(n) AQ_) x{n) + y(n)

y(n)
Forgrening X(n) ——%—> X (n)

X (n)

Figur 6.9:Symboler for digitale operationer.

Bemeerk, at medy = f,, bliver cos-faktoren ti(—1)".

For god ordens skyld erindres det omFatf — fo) og H(f + fo) godt kan veere overlappendéyrry,
har veerdier i visse intervalledrekvensaksen, samt At( f) jo er periodisk med periodely, = ﬁ.

Reglen om indskydning af nullenellem to & hinanden fglgende vaerdier af et filters impulssvar ed ogs
en made at konstruere nye filtréud fra et forelagt filter.

Indskydesk — 1 nuller mellem hver to @ hinanden felgende veerdier/gfin), fremkommer

) h($), nar erhel
huc(n) = { 0 ellers (6.28)

Dette filters overfgringsfunktio®/ i ( /) beregnes af

HK(f) — io: hK(n)e—jQanAT
— i h(p) e*jQTk’prAT (6.29)
p=—00
eller
hi(n) & H(KJ) (6.30)

Ogsa her skal man vaere opmaerkso&nfp( f)’s periodicitet.

6.4.1 Realisationsformer

Ved overvejelse om hvorledes en given filterberegning skal organiseres, er det nyttigt at benytte blokdi-
agrammer. | blokdiagrammerne irtigsymboler for forsinkelse, multiplikation, addition og forgrening,
se figur6.9.

Da digitale filtre er tidsinvariante, digitale netvaerk, kan elementer, sonairidan af blokdiagrammets
grene, ombyttes uden aendring af filtrets impulssvar og overfgringsfunktion.

Blokdiagrammer for digitale filtre kan ogsendres ved en transponerifigansponering forey pa den
made, at transmissionsretningen for alle systemets komponenter vendes - herunder ggres dets indgang
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X(n) — AT p—» x(n-1) Xx(n-1) =—{ AT |=— x(n)

x(n) —o@—* a x(n) a x(n) e—-@-—- x(n)
a

a

% (n) x(n) + y(n) x(n) <—T—— x(n)
y(n) % (n)

x(n) ——»I—- x(n) X (n)+y (n) -—@-ﬁ %(n)
x(n) y(n)

Figur 6.10:Transponering af digitale operationer.

X (n) Kf I y(m)

Figur 6.11:Direkte form 1 (DF1).
til dets udgang og vice versa -, at alle forgreninger aendres til summationspunkter og alle summationer
til forgreningspunkter (se figus.10).

Organiseres filterberegningerne direkte efter differensligningen, benaevnes realisationsformen Direkte
form 1, som er vist A figur6.11

Spalter man det viste additionssymbol op i to, et for de forsinkedeerdier og et for de forsinkedge

veerdier, ses det umiddelbart, at man kan fortolke de to dele af diagrammet som to separate, seriekoblede
filtre. De to halvdele af blokdiagrammet kan derfor ombyttes, @gdes fremkommer realisationsfor-
men_Direkte form 2se figur6.12 hvor antallet af lagrede veerdier reduceres til ca. halvdelen af det, som

er ngdvendigt i Direkte form 1. Det samme resultat kan fremkomme ved transponering.

Ud over disse to former for filterrealisation er der ved filtre, hvor nogle af multiplikatorerne er ens,
yderligere mulighed for at simplificere beregningsskemaet. | denne gruppe falder bl.a. de FIR-filtre,
hvis impulssvar opfylder betingelsérin) = h(N — 1 — n), hvor N er laengden af filtrets impulssvar.

| gvrigt kan man undertiden i aktuelle tilfeelde udnytte, at to eller flere filterkonstanter kan skrives som
et produkt, hvori der inday en feelles faktor.

Ved yderligere manipulation med ligningerne for de digitale filtre - og med passende skelen til analog
filterteknik - er det muligt at & frem til endnu en strukturform: stige- og gitterstrukturen (se figig),
hvor indholdet af de enkelte blokke kan antage forskellige former, af hvilke et par evigiys6.14
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y(n)

X(n) —s +
AT aa

Figur 6.12:Direkte form 2 (DF2).

Figur 6.13:Gitterstruktur.

+ - -0 Py
Xy k,,
X0 kyn

+ AT feo )

Figur 6.14:Gitter- og stige-blokke.
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Denne realisationsform udmeerker sig navnlig ved, at konstantefor sektionm er mindre end 1 for
allem, hvis filtret er stabilt, samt at det i reglen geelder, at den ngjagtighed, hvasmekhl specificeres,
er ret lav.

6.4.2 Filterberegningen

Nar de beregninger, som realisationen af et digitalt filter kreever, skal udfares, er det ngdvendigt at
fastleegge den talrepraesentation, der skal benyttes. Derrieastam af hensyn til overlgb ved bereg-
ningerne sarge for, at de tal, der regnds @ passende skalerede, d.v.s. sgrge for, at de varierer inden
for acceptable greenser. Endeligimet antal bit, som regninger udfgres med, afstemmes dels efter det
udstyringsomide, der gnskes, dels med henbl& gt den stgj, der fremkommer ved beregningerne,
holdes under foreskrevne greenser.

Da erfaringen viser, at det beregningsskema, som benyttes ved en filterrealisation, har stor betydning
for, hvorledes disse krav kan opfyldes, kan der her kun anfgres visse almindelige retningslinier for
problemernes lgsning.

| det felgende antages det, at signalveerdierne, som skal bearbejdes, repraesehtetatgisform, samt
at additioner ikke giver overlgb. De eneste fejlkilder i beregningsprocessen er da den ungjagtighed, som
optreeder, ar multiplikationer afkortes tib bit plus fortegn (se afsn@.1).

Overlgb i filterberegningen

En metode til vurdering af hvilken maksimal stagrrelse man kan forvente, at udgangssignalet fra et digitalt
filter - eller fra en villérlig del af et &dant filter - har, tager sit udgangspunkt i foldningsudtrykket

yn) = 3 hp)e(n —p). (6.31)

p=—00

hvor h(n) er filtrets eller delfiltrets impulssvar.

| praksis vil indgangssignalet(n) til et sadant filter altid veere begraenset, enten det stammer fra en
anden digital beregning eller fra en A/D-konverter, d.v.s. med det givne talformat.

[2(n) | < ks (6.32)

hvork, < 1 er en konstant. Derfor vil

ly(n) | < ke D [ R(n) | (6.33)

n=—oo

Det anfgres i litteraturen, at denne graense ofte er for pessimistisk.

En anden vurderingsmetode er basegeligningen

1 fa .

ym) = 5 [ X(H() ATy (6.34
2f9 —fq

som ved hjeelp af Schwarz’ ulighed (se apperiglikan omformes til

2
9 L fq 9 fa 9
[y [ < (2fg) [ 1 [ X P

)| < J S 2m) Y @2m) (6.35)
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| dette udtryk er(n) kendt. Ligning6.34kan og# give

1 fq 1
Ly 1< 5 [ IXUIH < H s 55

hvor| H |, er den maksimale veerdi afff (f) |. Tilsvarende &s

fq
[ 1xmia e30

) 1< X e —— [ 1 H) | af (6.37)
2fg *fg

hvor | X |42 €r den starste vaerdi afX (f) |.

For stokastiske indgangssignalean ovensiende vurderinger ikke anvendes. Fadanne signaler
geelder det, at det er formen af sandsynlighedsteethedsfunktionen efter filteret, som er bestemmende
for, om der finder overstyring sted. Som anfart i afénif, er det kun sjeeldent muligt at sige noget

om denne sandsynlighedsteethedsfunktion, ud over at den ofte vil neerme sig en gauss-fordeling. Har
man derfor kendskab til udgangssignalets effkter det enkelt até et skan ovey(n)'s maksimale
amplitudeveerdier. Man har

_ L[ 2
By= g [ HUPS(0)df (6.38)

hvor S,.(f) er effektspektret fos:(n).

SafremtS,.(f) er konstant over det frekvensoade, hvorl H ( f)|? antager betydende vaerdier, vil man
tilneermet have

fq
Py < Sufgy [ (R (6.39)

g J—Jg

eller -
Py < Sa(fo) D h*(n) (6.40)

hvor f, er en frekvens i filterets gennemgangsadw.

Dermed bliver sandsynlighedstaethedsfunktiong(t) for udgangssignalet

Wy (&) = \/21T7Rye_2gpy, € € [—o0,00]. (6.41)

Her kan alt& fremkomme villarligt store amplitudevaerdier. Vurderingen af, hvor hyppégtasine am-
plitudeveerdier forekommer, vil blive fremlagt i afsiitl.3

Stgj fra filterberegningen

Egenskaberne ved den stgj, som frembringes ved en multiplikation af en signalveerdi med en filterkon-
stant, antages at veere som omtalt i aférit | praksis er man ofte interesseret i, hvilken stgj adas
stgjkilde giver anledning til @ filtrets udgang. Dette afhaenger af, hvor i filteret stgjkilderne er anbragt.
Er multiplikationerne anbragt direkte ved udgangen, bliver resultatet som anfart i @fsn@fremt

dette ikke er tilfeeldet, vil det nzesten altid vaegelan, at stgjsignalet passerer hele filtret eller en del
heraf, fgr det &r udgangen. Kaldes delfiltrets impulss¥atn) og dets overfgringsfunktiofl;( f), vil
stgjsignalets effektspektrunafilterudgangen veere

Py|Hy(f)|? (6.42)

hvor P, er stajkildens effekt. Falgelig bliver stgjsignalets efféktpa filtrets udgang

_ b Ts 2
Py = 27, /_fg |Ha(f)|df (6.43)
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Ideelle koefficienter
T T T

Forstaerkning [dB]

1 ! ! !
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Normaliseret frekvens [f/fs]

! !
0 0.05 0.1 0.15

Kvantiserede koefficienter

Forstaerkning [dB]

-100

I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normaliseret frekvens [f/fs]

Figur 6.15:Amplitudekarakteristik for digital FIR lavpasfilter uden (top) og med (bund) kvantisering af
filterkoefficienterne.

Anvendelse af Parsevals saetning giver

P, =P, i h3(n), (6.44)

n=-—oo
som i visse tilfeelde er enklere at beregne.

Har filterberegningerne flere multiplikationer, betragtes de hertil hgrende stgjkilder som stokastisk
uafhaengige, hvorfor den samlede effektfiitrets udgang hidrarende fra multiplikationerne fremkom-
mer ved en addition af de effekter, som de enkelte stgjkilder giver anlednirigudgangen.

Det er ovenfor stiltiende forudsat, at der anvendes afrunding ved multiplikationéfnents der benyttes
afskeering, ra der tages hensyn til stajens DC-komponent (se édshit

Kvantisering af filterkoefficienterne

Ved implementering af digitale filtre er man tvunget til at kvantisere filterkoefficienterne til den praeci-
sion, der kan andteres af den givne elektronik. Herved vil overfgringsfunktionen for filteret btge
aendret. Denne aendring kan karakteriseres ved at bey2® fhed de kvantiserede koefficienter. | figur
6.15er vist et eksempel for et digital FIR lavpasfilter. Den gverset kurve viser overfaringsfunktionen med
de ideelle koefficienter, og den nederste kurve viser overfaringsfunktiodekoafficienterne er kvan-
tiseret til 16 bits praecision. Det ses, hvordan stoutet sendresasdieempningen her bliver mindre end
antaget under designet af filteret.

6.4.3 Eksempler pa realisation af enkle digitale filtre

Til illustration af de ovenfor omtalte aspekter ved realisation af digitale filtre genagmagle forskel-
lige mader at organisere filterberegningeri@ei pt simpelt FIR-filter og i et simpelt IIR-filter.
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Figur 6.16:Amplitudekarakteristik for den digitale integrator.

X(w)

Figur 6.17:Umiddelbar realisation af digital integrator.

Den digitale integrator

Den signalbearbejdning, som udfares af den digitale integrator, er givet ved

1 n
v =5 2 @) (6.45)
qg=n—N+1
Integratorens impulssvar(n) er derfor
1
hln) = { 0 ellers (6.46)

og dens overfgringsfunktion (se afsgi7.2

1 sin(mfNAT) _jrp(v-1)ar

H(f)= e (6.47)

N sin(nfAT)

Figur 6.16viser amplitudetaethedsspektfet( f)| for forskellige veerdier aV.

Filtret kan realiseres direkte efter udtrykket som vigtfigur6.17, hvilket er ugunstigt, set ud frasel
et st@jsynspunkt som et beregningstidssynspunkt. Da fakﬁeremden samme for alle multiplikationer,
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x(n) XOrn{(+ ) + y(m x(n) + Y(n)
AT | 4 AT ( aT (4
N
Ny N :
AT |- % ot | -
\
Cé-! o T

Figur 6.18:Rekursiv realisering af digital integrator.

kan de naturligvis $ls sammen og enten flyttes til filtrets indgang eller til dets udgang. Man kan vise,
at det sidstnaevnte tilfeelde er gunstigt set ud fra et stgjsynspunkt, idet den til multiplikationerne hgrende
stgjkilde da sidder direktedpfilterets udgang. Regnes der med resultatveerdiérgit plus fortegn, er

stgjeffekten fra en multiplikation

R P
Py= 2, (6.48)

og stajeffekten, pa udgangen af filtret har da denne starrelse.

Safremt multiplikationerne anbringes ved filtrets indgandgs st@jsignalet for at & udgangen gen-
nemlgbe et delfilter med impulssvaret

1 0<n<N-1
hd(n) = { 0 e";rs - (649)
P, bliver derfor
N-1
Py=Py Y hj(n) = NP, (6.50)
n=0

altsa det samme som ved en realisation efter f@)a7. Den spektrale sammensaetning af stggefilpets
udgang er imidlertid forskellig i de to tilfeelde.

Med multiplikationerne g filtrets indgang bliver stajspektret
PolHy(f)? (6.51)
medens det ellers er hvidt.

Integratoren kan ogsrealiseres rekursivt, idet

1 1
y(n) = a(n) — Sa(n = N) +y(n—1) (6.52)
Dette beregningsskema kan omsaettes til de blokdiagrammer, som &is&pips.18 Heraf ses det
umiddelbart, at realisationen kan opspaltes i et kamfilter og et ikke stabilt lIR-filter, og shdeeb en
Direkte form 1 og en Direkte form 2 lgsning. Af disse giver den sidste problemer af numerisk art, hvis

x(n) har en DC-komponent, og saedvanlig stgjberegning kan ikke foretages i DF1 tilfeeldet.

Nar N = 27, hvorr er hel, vil den digitale integrator kunne realiseres som en seriekombination af
simple kamfiltre, se eksempledfigur6.19 hvor N = 8.

To forhold ved denne realisationsform medvirker til at give mindre sidilppets udgang. For det fgrste
bliver antallet af multiplikationer, og for det andet vil stgjen fra en del af disse skulle gennemlgbe
forskellige delfiltre @& vejen til filtrets udgang og dermed blive reduceret effektmaessigt.
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X(r) AT INTEGRATOR’ N=5
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Y(n)
SBP 9-82 +

Figur 6.19:Realisation af digital integrata¥ = 22 med 3 kamfiltre.

h¢n)
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-

Figur 6.20:Impulssvar for den digitale averager.

For N = 8 realiseret som vistgfigur6.19bliver stajeffekten p udganger, = 3.5P,. Det kan vises,
at
1
Py = 4P (30 (6.53)
q:

i det almindelige tilfeelde. Bemaerk, &, — 4P, narr — oo.
Neert beslaegtet med den digitale integrator er den digitale avei2gefremkommer, dersom man ind-

skyderK — 1 nuller mellem to @ hinanden fglgende veerdier af impulssvaret for den digitale integrator
(se figur6.20).

Averagerens impulssvar bliver da

~ forn=pK, p=0,1,..N-1
— N ) )Ly

h(n) = { 0 ellers (6.54)
Den tilhgrende overfgringsfunktion

1 sin(NKnfAT) _.(n_
H _ J(IN-1)KnfAT
(7) N sin(KwfAT) ¢

(6.55)

som ses afbildetdpfigur6.21

Som det fremgr af udtrykket for overfgringsfunktionen, er den periodisk med perioﬁ%&. Dens
fasedel varierer lineaert og har veerdien O for alle frekvenser, som er et helt multiplQiner) L.
Dette filter er fglgelig meget velegnet til filtrering af et periodisk signal med periodefid&id’. Filtrets
indsvingningstid etV K AT.
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Amplitudkarakteristikken for K=8, N=8
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fasekarakteristikken for K=8, N=8
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fifs

Figur 6.21:Amplitude- og fasekarakteristik for den digitale averager.

Foarste ordens digitalt filter

Det er en almindelig erfaring, at IIR-filtre kraever forholdsvéstferegninger for at realisere en given
overfgringsfunktion. At benytteaslanne filtre - specielt de hvdd og N er starre end 2 - giver dog
ogsa visse problemer. De ealedes oftere falsomme over for ungjagtigheder i filterkoefficienterne, og
de udviser denakaldte dadzone opfarsel (se nedenfor).

Signalbearbejdning, som udfares i et farste ordens lIR-filter, er givet ved
y(n) = apz(n) + bry(n — 1) (6.56)

hvorag 0gb; er konstanter. Det kreeves|dt; |< 1, safremt filtret skal veere stabilt, og filtrets impulssvar
er givet ved

] apb} forn >0
hin) = { 0 forn <0 (6.57)
Overfaringsfunktion kan skrivesaformen

ao
H(f) = 1 — by e—J27JAT

(6.58)

Filtrets forsteerkning ved' = 0 er daag/(1 — b1). Af bekvemmelighed antages det i det fglgende, at
H(0) = 1, hvilket har til fglge, atig = 1 — b;.

Filtrets konstand; kan findes af falgende udtryk

2
by =2— cos(wﬁo) - J <2 - cos(w?)) -1 (6.59)

g g

hvor f, er den gnskede 3 dB greensefrekvefjser den halve samplingfrekvens d.vfs.= %ﬁ Er fo
meget lav i forhold tilf,, vil det viste udtryk forb; kunne give ungjagtige resultater.ddanne tilfaelde
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Figur 6.22:Amplitude- og fase-karakteristik for 1. ordens filter for forskellige vaerdign ahar ag =
1—0b1.

kan man have nytte af, at

cos(wjf‘;) ~1- % (ﬁ;’)? for fo < f, (6.60)
som bevirker, at
1 £\ WA :
b1~1+2<7rfg> - (1+2<7ng> ) —1 (6.61)
eller )
b~ 1— wj:(; + % <7rjzg> (6.62)

Den sidste tilneermelse giver en afvigelseynderl0—3, nar f, < 0,06 f,.

Ved en realisation af filtret &n konstanterne, ogb; kvantiseresog dette &r betydning for, hvilke
greensefrekvenser man kanffem. Repraesenteres de to konstanter som brgkdelé bigalus fortegn,
kan der i alt &s2® — 1 forskellige filtre. Figur6.22 viser amplitude- og fasekarakteristikkerne for 1.
ordens filtret for forskellige veerdier afy og b; .

Nar det antal bit, sorh, skal repraesenteres ved, er fastlagt, karepreesenteres eksakt ved det samme
antal bit efter det binaere radixpunkt, da summeagadg b; skal veere 1, ar H(0) = 1.

Pa figur6.23ses blokdiagrammer for filterberegningerne (Direkte Form 1 og Direkte Form 2). Den stgj,
som fremkommer ved de viste multiplikationer, er symboliserede ved de uafhaengige stgjgeneratorer
so(n) 0gs1(n).

I filtret efter Direkte Form 1 passerer stgjen fra begge stgjgeneratore filtret med impulsgvatet 0),
hvorfor stajeffekterP, pa filtrets udgang bliver

27217 00 ) 272b 1
P . =92. b”l:ii 6.63
Y 12 nz;; ! 6 1—0bf (6.63)
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Figur 6.23:Placering af stgjkilder for DF1 og DF2 realisering af fgrste ordens filter.

hvis beregningerne udfgres medit plus fortegn. Udgangsstgjens effektspektrum vil selvfglgelig have
en form, som svarer til kvadratemlen numeriske veerdi af filtrets overfgringsfunktion.

Forholdene ved en realisation af filtret efter en Direkte Form 2 er lidt anderledes, idet stgjgeneratoren
s1(n) passerer filtret med impulssvaretb},n < 0, hvorimodsy(n) direkte sidder ved udgangen af
filtret. Man finder i dette tilfeelde
272bb 272ba 0
P — 2n
y 2 12 nz;;aobl

272bb 272ba a2
= + 0 5
12 12 1-—b?
hvor b, er det antal bit, som filterberegningerne gennemfgres med, ogheodet antal bit, sorp(n)
repreesenteres med.

(6.64)

Bemeerk, at stgjens frekvensmaessige sammensaetning er en anden end i realisationen med Direkte Form
1, idet spektret afy(n) jo er hvidt.

For begge realisationsformer geelder det, at hyisr lille vil filtrets dynamiske onfde reduceres med
en faktor svarende tily's starrelse, &rem bitantallet ikke udvides passende under beregningerne.

Som ethvert filter, der realiseres ved en rekursiv fremgaagsiudviser et 1. ordens digitalt lavpasfilter
en dgdzonepfarsel, d.v.s. vedairykt indgangssignal (DC) vil udgangssignalet fra filteret ikke indstille
sig helt ngjagtigt til denne veerdiStgrrelsen af denne dgdzone kan tilnaermet bereghdslgende
made.

Safremt filterberegningen udfgres med uendelig stor praecision, vil man have, at(hyis= x, Vil
y(n) — xo for n — oo, idet det antages, & (0) = 1.

Seettess(n) = o, 0og omformes filterudtrykketdedes, at
y(n) = b1(y(n — 1) — z0) + 70 (6.65)

vil man p& et vist tidspunkt have den situation, som er illustreéefigur6.24

Safremt produkteb; (y(n — 1) — zo) pa grund af den begreensede beregningsngjagtigiveshfnme
veerdi somy(n — 1) — ), vilman fa, aty(n) = y(n — 1) fra dette tidspunkt at regne. Her geelderalts

1
[y(n=1) = 20| = [ba(y(n = 1) = mo)| > 5 27 (6.66)
og forskellen melleny(n) og x¢ kan siledes ikke bringes ned under
1 27
21 b (6.67)

°*Dgdzoneporblemerne kan égsed visse filter give sig udtryk i, at defanindgangssignalet fiernes, findes et periodisk
signal @ udgangen af filtret (limit cycle oscillations).
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Figur 6.24:Dgdzone.
som er dgdzonens stgrrelse.

Eksempel 6.2 Stgjberegning
| et digitalt filter udfares signalbehandlingen:
y(n) = apz(n) + azx(n — 2) + byy(n — 1)
hvorz(n) er indgangssignalet til filteret og(n) er dets udgangssignaly, a2 0gb; er reelle konstanter.

Beregningerne i filteret udfgres med signalveerdier og konstanter i brgkdelsrepraesentation. Det kan
antages, at additioner udfgres fejlfrit, og at multiplikationerne udfgres med afrunding. Alle beregn-
ingsstgjkilder regnes helt ukorrelerede, og stagjeffekten hidrgrende fra en multiplikation kgldes

Blokdiagram for filteret i direkte form 1 med angivelse af beregningsstgjkildernes placering:

DF1

y(n)

Alle tre stgjkilder passerer filteret(n) = b1y(n — 1) + s(n). Hermed &s stgjeffektendpudgangen:

= 2 = 2\n 3Po
P,=3P Y h*(n)=3R Y (b)) = 770
n=0 1

n=—oo

Blokdiagram for filteret i direkte form 2 med angivelse af beregningsstgjkildernes placering:
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DF2
() + @_@—@4 yo)

a s,(N)

At

At

a, s,(n)

Stejkildens; (n) passerer her hele filteret, hvorimod de to andre kilder sidder direkteigigangen.
Herved &s:

+0o0
P, = 2P+ Py Y h*(n)

+oo
= 2P+ PR (ag + (aobl)Q + Z((Iob? + a2b?2)2>
n=2
Det sidste led kan skrives som:
= T bi(ao + §3)?
a2 " a2 n 1 b2
Z(ao + bj)zb% = b% Z(ao + bﬁ)z(b%) = 1_71)21
n=2 1 n=0 1 1
Hermed &s;
bi(ap + %)2
Py = B 2+a0+(a0b1) + 1 b21
- Y1

ad — a3b? + adb? — adbi + adbt + 2apazb? + a3
= P() 2+ 5
_ pf2s ag + 2a0agl§ + a3

Betingelsen for at DF1 realiseringen er bedst stgjmaessigtdat antagesaty = as ogb; = 1/2:

Indsat i udtrykket ovenfor giver det:

3P ad + 0.5a3 + a?
< P2

1—1/4 °<+ 1—1/4

)
4-2-0.5a3

4P0<P0<2+3%>
)

a3 > 0.60

Kravet & ag er alts:
lag| > V0.6 ~ 0.775
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KAPITEL

SYvV

Estimation

Moderne signalbehandling udfgres oftest ved hjeelp af digital hardware, hvilket giver en lang raekke
muligheder for at udfgre meget preecis og avanceret signalbehandling. Derfor anvendes i stigende grad
algoritmer, hvor en reekke signalkarakteristika estimeres ud fra de forelagte signaler, og behandlingen
indrettes & efter de estimerede karakteristika. | dette kapitel gives en indledning til nogle af disse esti-
mationsalgoritmer. | afsnit.1 introduceres forskellige signafih der kan anvendes til at give et enkelt

tal for indgangssignalet eller et afledt signal. Dette kan bl.a. benyttes ved vurdering af en adaptiv signal-
behandling. | afsnit.2omtales en metode til estimation af effektspektret fra et stokastisk digitalt signal.
Endelig omtales i afsni¥.3 parametriske modeller og deres beregning ud fra et foreliggende signal.
Disse modeller danner grundlag for den adaptive filtrering og modellering af f.eks. talesignaler.

7.1 Signalmal

Ved mange tekniske anvendelser er det nyttigt at kunne karakterisere et forelagt signal ved hjeelp af et
enkelt tal. Dette tal kan enten veere et sammenfattende udtryk for en eller nogle bestemte egenskaber ved
signalet eller blot en angivelse af, om signalet kan henfares til en given maengéddakt &l kan kaldes

et simpelt signalral. Fastlaeggelsen af et simpelt signalrfor et forelagt signal indebaerer normalt en

eller anden signalbehandling ignalet, som resulterer i det tal, der benyttes til klassifikationen af
signalet.

De mest benyttede simple signalhiar nzert sleegtskab med det matematiske begreb "norm”. 2-normen
af et signal med endelig energi erledes kvadratroden af signalets energi. Af de mulige normer er
specielt 2-normen af interesse, da dérepkel vis haenger sammen med signalets spektrale beskrivelse.

Den kendsgerning, at og$.eks. spektralanalyse er base@spnple signalral, skulle gare det rimeligt
at omtale de grundbegreber og fejlkilder, som optraeder ved realiseringen af den signalbehandling, der
ligger til grund for de simple signalah.

7.1.1 p-normen som simpelt signalmal

Langt de hyppigst benyttede simple signalrar baseret@p-normen af signalet. Den almindelige defi-
nition pap-normen af et analogt signalt) er

9ol = | [ 19tt) P ] g (7.1)
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hvor T er et passende valg - muligvis uendeligt - interval fog 1). Tilsvarende ep-normen for et
digitalt signalg(n) givet ved

S =

19(t) llp= [Z | 9(n) p] : (7.2)
N
| dette udtryk erN det antal signalveerdier, der summeres over. Bemeegknatmen altid ee> 0.
Blandtp-normerne er der specielt interesse for de tre tilfapldel, 2 og cc.

p = oo. Denne norm er identisk med den numerisk starste veerdi (spidsveerdierjgdeliende signal
antager inden for et interval af leengd&heller N. Den har naturligvis bl.a. praktisk betydning ved
fastleeggelse af signalbehandlingsudstyrs udstyringsenr

p = 2. Som det kan ses af udtrykkene ovenfor, iadgvadratet f 2-normen i et periodisk signals effekt
og i beregningen af energien for signaler med endelig energi (se f.eks.AfBnR-normens anvende-
lighed i praksis beror blandt andei,mt denne normgsimpel vis ogé kan beregnes i frekvensdomaenet
(Parsevals formler).

p = 1. Interessen for et signals 1-norm stammer formentlig fra, at det er relativt enkelt at konstruere
apparater, som kan a@e denne norm, i hvert faldan det geelder periodiske og stokastiske signaler.
1-normen ind@r i udtrykket for et signals ensrettede middelveerdi.

For analoge signalegsnormer geelder "trekantsuligheden”

lg1(8) + g2(B)llp < [lg1(B)llp + [lg2()]]p- (7.3)
Tilsvarende udtryk findes for digitale signaler.

Safremt man kun betragter intervaller med endelig leerifjdeeller signaler med endelig varighed -

geelder det, at
2
[ona] < [lopa [ (7.4

Dette indses let ved benyttelse af Schwarz’ ulighed (se app&)dindvidere er

| 1(t) Pat < Timax| g(t) | (75)
Disse to uligheder kan sammenfattes til

19() Il < VT g(t) ll; < T 9(t) J] - (7.6)

For digitale signaler geelder tilsvarende

1 9(n) ll; < VNI g(n) |ly < Nl g(n) []- (7.7)

Signalbehandling i udtrykket for p-normen

Beregningen af et signajsnorm indebaerer en integratiormsignalet er analogt, eller en summation
hvis det er digitalt. Herudover indg oplaftning af signalet tib'te potens samt depite rod i udtrykket.

De signalmaessige konsekvenser heraf kan det ofte veaere nyttigt at klargagre, da man herved kan erhverve
en dybere indsigt i det simple signaia struktur. Ud fra denne indsigt er det bl.a. muligt at vurdere
alternative muligheder til realisationen af praktiskaleopstillinger, hvori ep-norm indgr.
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Figur 7.1:Signalbehandling for uddragning af dg’te norm.

SafremtT eller N er endelige starrelser, kan man omforme udtrykkeng-{oormen til

P

RECIX 78)

og

yp(n)Zl Zn: | 9(q) V’] (7.9)

g=n—N+1
Signalbehandlingen bestalts af sivel linesere som ikke-lineaere elementer, og den kan sammenfattes
i blokdiagrammet p figur7.1

Det er i det almene tilfeelde meget sveert at redeggre for de signalmaessige konsekvenser af at oplgfte den
numeriske veerdi af et signal filte potens. Kun hvis”? = 2 - og numerisk-tegnet derfor uden praktisk
betydning - er problemet nogenlunde enkelt.

For ikke-stokastiske signaler kan man benytte sig af foldningsreglen, som giver
¢> - G*G. (7.10)
Normalt er her alta tale om en dndbreddeforggelse for signalet, som bearbejdes.

Den lineeere del af signalbehandlingen udggres af integrationen, idet man som bekendt kan opfatte inte-
gration - eller summation - som en lavpasfiltrering af signalet fra fgrste blok i blokdiagrammet

Bandbredden af filtret bliver mindre, jo staré og T er. Det bevirker, at den ovenfor omtalte
bandbreddeforagelse normalt ikkedsigennem” tily,,.

Ogsa denp-te rod af det positive udgangssignal fra integratoren er signalmaessigt ubehagelig at behandle
for allep > 1. Som det vil frem@ af det falgende, er der imidlertid ofte enten ikke behov for denne ikke-
lineaere signalbehandling (f.eks. ved effekt- eller energibestemmelse), eller den kan med godt resultat
tiinaermes p enkel vis. Grunden hertil er, at signalet fra integratoren ofte har en ikke ubetydelig DC-
komponent.

Afsluttes integrationen eller summationen i udtrykket fenormen af signalet til tidem = ¢, eller
n = ng, har man altg

g, =up(to) 09  [lg(n)|l, = yp(no)- (7.11)

Den gnskede vaerdi atnormen er dledesy,’s veerdi til et bestemt tidspunkt.

7.1.2 Signalmal baseret pa 2-normen

2-normen af et signal er basis for flere vigtige simple sig@lidet geelder@edes et signaksnergi

[e.e]

B~ [ sfwa.  E= Y g, (7.12)

n=—oo

!Bemeerk, at forstaerkningen i integratoren, som den benyttes her, er proportion@lefledN, se oga figur7.2
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Figur 7.2:Overfgringsfunktionen af lavpasfiltret for integrationen.

periodiske signalers effekt og RMS-veerdi

1
P, = 7 [ g,

1
P, = —E 2(n),
¢ - Nt

RMS(g) = /P, (7.13)

hvor T og N er perioden for de &geeldende signaler (se kap2), samt
ergodiske stokastiske signalers effegtRMS-veerdi

1
P, = lim — [ 2?
" AT /T1 z°(t)dt,
1
P, = lim — 2 7.14
" i > z=(n), (7.14)
RMS(z) = /P,

(se kapbh).

MedensE, =|| g ||3, har man for periodiske signaler, at

1 1
Py=lo®I3 oy Py=lgml3 (7.15)

hvorimod der for stokastiske signaler iridgen graenseveerdioperation. Der vil senere blive gjort rede
for, at man og& kan benytte udtrykket med greenseovergangepgriodiske signaler, samt at man i
praksis aldrig lade¥” blive uendelig stor, men blot passende star, aer er tale om stokastiske signaler.

| det fglgende vil kun signalédenes effekt og RMS-veerdi blive behandlet.
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Periodiske signalers effekt og RMS-veerdi

Er g(t) et periodisk analogt signal med periodetidgnog er

g(t) & G(m), (7.16)
er signalets effekp; givet ved
1 o0
P, = T/Tg?(t)dt = 3 G (7.17)

Indfares i det farste udtryk de lgbende greenser for integralet (s& Kaff), far man

1 t
p(t) = = /t » g*(6)db. (7.18)
Eftersom signalet
7)< > Gla)G(m—q) (7.19)
gq=—00

ogsa er periodisk med periodetidéh og da dette signabsedes kun har spektrale komponenter ved de
diskrete frekvenset /T, hvork er hel, indses det let, att) er et DC-signal (se ogseksemplet @ figur
7.3). Starrelsen af denne DC-komponent kan let findes af foldningsudtrykket oveniar$o0.

For digitale periodiske signalein) med perioden\ og
g(n) < G(m) (7.20)

kan samme fremgangsme fare til lignende resultater. Maarf

N-1
Py= =Yg = Y [Gm)? (7.21)
N m=0
og
p(n)Z% > g (7.22)
qg=n—N+1

Ogsa her emp(n) et DC-signal, og figu7.3finder - i princippet - oga anvendelse i dette tilfeelde.

Beregningen af det periodiske signals RMS-veerdi giver ikke anledning til signaltekniske overvejelser,
dap(t) ogp(n) er konstante, hvorfor

RMS(g) = /P, (7.23)

Som det frem@r af udtrykkene for’, og RMS(g), indgar periodetiden i beregningen. Dette er uprak-

tisk, nar periodetiden ikke kendelspraksis ved man imidlertid ofte noget om periodetidens omtrentlige
veerdi eller i det mindste en gvre graense for den, og det betyder, at det er muligt at veelge en integra-
tionstid ved effekt- eller RMS-veerdibestemmelsenfejlen bliver vilkarligt lille.

Kaldes integrationstider;, og udtrykker man
Ty = (¢ + )T, (7.24)

hvor g er hel og positiv, 0@ < ¢ < 1, ses det let, at

— H)dt = — £)dt + — #)dt, 7.25
TI/Tlg() 11 ng() Ty eTg() ( )
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Figur 7.3:Signaler for bestemmelse af periodisk signals effekt.
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som igen kan omformes til

q 1/ ) 11 )
— t)dt + — t)dt. 7.26
P ng() e ETg() (7.26)

Veerdien af det sidste delintegral er afgraenset af

1 2
< = Hdt < P 7.27
_T/ETQ() <p (7.27)

saledes, at man for neer0 og med delintegralets veerdi nagj far en gvre graense for det oprindelige
integral. Tilsvarende vi¢ nzerl og den antagelse, at delintegralet er feda en nedre graensealedes

at man kan skrive ) 1
q q
2 p < —/ t)dt < =P, 7.28
g+17 "1y “(®) q (7.28)

Pa figur 7.4 er vist den stgrste fejl svarende hertil gaeldende for ewlilig periodisk signal. Endvidere
er der givet en tilsvarende greense for det tilfeeldg &ter rent sinusformet.

Lader man; vokse ud over alle graenser, fremkommer

P, — lim — / P (t)dt. (7.29)

Et periodisk signals effekt - og dermed RMS-veerdi - kangattgs findes ved anvendelse af de udtryk,
der geelder for stokastiske signaler.

Ovenséende regninger lader sig selvfalgelig gennemfgre for digitale periodiske signaler med tilsvarende
resultater. Udtrykkes disse resultater for RMS-vaerdieaeafté

=

q g+1\2
(q+1> RMS{g(n { Zg ] <q> RMS{g(n)} (7.30)
og
RMS{g(n)} = ( 11an — gg(n)) (7.31)

hvor Ny = g¢N +vog0 <v < N —1.

Det er naturligvis muligt at betragte oveashde problemstilling i frekvensdomaenet, églanne be-
tragtninger viser @ enkel nade, at signalbehandlingens integrator vil kunne erstattes med andre former
for lavpasfiltrering.

Som det kan ses@figur 7.3, har integratoren til denne anvendelse den uhyre fordel, at dens
overfaringsfunktion har nulpunkter ved alle hele multipla A" pa neer vedf = 0. Dette filter fierner
saledes alle hgjere harmoniske af signalet kompkatjmtegrationstiden er den samme som periodetiden
for signalet - eller et helt multiplum heraf.

Er det ikke muligt at tilpasse disse to tider til hinanden, vil udgangssignalet fra integratoren foruden
den DC-veerdi, som skal bestemmes,&@gwsleholde andre frekvenskomponenter i stagrre eller mindre
omfang, og af disse vil den med frekvensefl’ normalt veere den dominerende (se eksemidtgur

7.5.

Da man i praksis standser integrationénep tidspunkt, som ikke influeres gft)’s starrelse, kan man
altsa risikere en fejl i bestemmelsa p, omtrent svarende til starrelsen af signafétt)’s 1.harmoniske
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multipliceret med filtrets forstaerkning (deempning) ved denne frekvens. @ges integratiofstiten
mindskes integratorensihdbredde, og dermed gges dens deempning groft set tilsvarende med mindre
fejl i bestemmelsen aP, til falge.

Kravet til det lavpasfilter, som indg i opstillingen, er da 1) forsteerkningénved f = 0 og 2) en
passende lav gvre greensefrekvens set i relation til den reciprokke periodetid fra signalet. Som eksem-
pler pd anvendte filtre kan neevnes RC-lavpasfiltret, 1.ordens digitalt filter og drejespoleinstrumentet.
Hvad det sidstnaevnte filter agug far man direkte mulighed for at iagttage et signal svarendg )l
(viserbeveegelserne). Et forhold, sond mages i betragtning,an integratoren ikke bruges som lavpas-

filter ved beregningen af effekten eller RMS-veerdien, er det anvendte filters indsvingningstidiesits

tid der car, far stationzere forhold optraeder i opstillingen.

Det er ikke enkelt at vurdere den fejl, der kan optreede ved brug af andre typer af lavpasfiltre. Som grov
regel kan man dog ogser antage, at det er 1.harmoniske for det kvadrerede signal, som eatsagsh
til de optreedende fejl, og det er derfor filtrets deempning af denne komponent, som er betydningsfuld.

Stokastisk signals effekt og RMS-veerdi

| det fglgende betragtes kun et ergodisk stokastisk sigf¥gl med den saedvanlige beskrivelse om-
fattende sandsynlighedstaethedsfunktioner og deraf afledede middelveerdier, herunder autokorrelations-
funktion og effektspektrum.

Denne beskrivelse giver selvfglgelig mange muligheder for bestemmelse af signalets effekt og RMS-
veerdi, og de vigtigste skal naevnes her.

Er signalets endimensionale sandsynlighedstaethedsfunkii@), er dets effekt

P, = / 2w, (€)dE. (7.32)
Endvidere har man
P, = R,(0), (7.33)
hvor R, er signalets autokorrelationsfunktion. For analoge signaler er dette udtryk aekvivalent med
Po= [ s (7.34)
hvor S,.(f) er signalets effektteethedsspektrum. Udtrykket har for digitale signaler formen
1 [fe
P, = —/ S (f)df. (7.35)
2f9 —fq

For yderligere detaljer henvises til afshitlL

For bade analoge og digitale signaler er som szedvanlig

RMS(z) = \/P,. (7.36)

Deterikap.7.1.2anfart, at et stokastisk signals effekt kan beregnes direkte ud fra signalet efter falgende
udtryk

1
P, = lim —/ 22 (t)dt, P, = lim — 2(n). (7.37)
T Ni—oo Ny N,

Pa grund af greenseovergangen er disse formler ikke brugbare i praksis, anenstattes af

t
p(t) = Tll /t L (7.38)
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hvor der er indfart labende graenser for integration og summation (8ekags7.1.1). Dette betyder, at

man ikke ved effektbestemmelsen fallet P, men et stokastisk signalt) ellerp(n), hvis veerdi til det
tidspunkt, bestemmelsen Bf gnskes, er en stokastisk variabel. Fglgen af at udelade graenseovergangen
er derfor, at man @regne med en usikkerhed pffektbestemmelsen.

Af de ovenfor givne udtryk fop(t) far man let

E{p)} = E {Tll /t tTl x2(0)d9} — B{z2(t)} = P, (7.40)
og forp(n)
Efp(n)} = E {; ) x2<q>} — E{z*(n)} = P,. (7.41)
qg=n—N+1

p(t)’s eller p(n)’s DC-veerdi er alt& den starrelse, som har betydning ved effektbestemmelsen (jaevnfar
forholdene ved effektbestemmelse for periodiske signaler).

Som det vil kunne ses af eksemplétfigur 7.6, besér signalep(t) eller p(n) foruden af den konstants
veerdi P, ogsa af en varierende del. Starrelse af denne sidstnaevnte del kan fintldlgende rade.

Det stokastiske signal(t)’s effekt P, kan udtrykkes p formen
P, = /_ Sp(f)df, (7.42)

hvor p(t)’s effektteethedsspektrussy,(f) er givet ved

Sp(f) = Sp2 (f)| H1(f). (7.43)

| dette udtryk erS,» ( f) effekttaethedsspektret for signalét(t) og H; () overfgringsfunktionen for den
analoge integrator.
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Figur 7.7:Spektrum for kvadreret stokastisk signal.

Effektenc?{p(t)} af p(t)'s varierende del kan da beregnes af
o {p(t)} = P, = E*{p(t)} (7.44)
som reduceres til

o0} = [ S0 ()P - P (7.45)

| de fleste praktiske tilfaelde varierst: (f) kun lidt i sammenligning mef H; (f) |?. Benytter man sig
yderligere af, a5, (f) har end - funktion for f = 0 af styrkenP? (z?(t)’s DC-veerdi), kan man med
god tilneermelse skrive

Pp(t)} = S,2(0) [ (P, (7.46)
hvor S,2(0) ikke omfatters-funktionen. Man &r (Parseval)
S.2(0
o*{p(t)} ~ IT( ) (7.47)
1

Seetter maw {p(t)} i forhold til E{p(t)}, far man et udtryk for den relative usikkerhed, som bestem-
melsen afP, er beheeftet med, dvs.

ofp()} _ (5,:2(0) 1\?
E@@}N<% n)' (7.48)

En lille usikkerhed &s alt&, rar 7, er stor.

Man kan gennemfgre tilsvarende regninger for det digitale signgl Slutresultatet bliver

ofp(n)} _ (S,2(0) 1 \?
s~ 2w (7.49)

En yderligere reduktion af disse udtryk er kun muligy nler gares antagelser om signalefAntages
det derfor, at:(¢) - ellerz(n) - er et gaussisk signal, vil man i det analoge tilfeelde kunne skrive, at (se
afsnit5.7.3

Sa2 () = 026(f) + 28:(f) * Sa(f), (7.50)
hvor S,.(f) er effektteethedsspektret foft) (se afsnit.7.9. Heraf fas
S.2(0) = 2 / ©S2(p)df. (7.51)
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Indfgres i dette udtryk begrebet signal€t)’s aekvivalente statistiskedlndbreddes; givet ved

Bs = oonQ
2 [ s

(for yderligere detaljer se appendt), fremkommer det simple udtryk

(7.52)

clp)} 1
E{p(t)} ~ VBT (7.53)

Det tilsvarende udtryk for digitale signaler bliver

a{p(n)} _ 1

E{p(n)} - VBN AT’ (7.54)

idet )
B = — 2§9P”” (7.55)
o [ 52 d

Af disse beregninger frendg det, at det er produktet af integrationstiden og signalets aekvivalente statis-
tiske kAndbredde, som er bestemmende for ngjagtigheddremegningen af signalets effakt.

Den tidsvarierende del aft) - eller p(n) - vil, nar produktetB,T; er stort, veere omtrent gaussfordelt
med middelveaerdie, da integratorens@ndbredde & er lille sammenlignet med,. Er B, T lille,
afhaenger fordelingen aft)’s - eller p(n)’s gjebliksveerdier af den tilsvarende fordelingudt) - eller
z(n)-.

| praksis kan man med god tilneermelse benytte en passende notkitefetdeling med et antal fri-
hedsgrader®27; B, som erstatning for fordelingen gk gjebliksveerdier. & figur7.8ses90% og99%
sikkerhedsgraenser optegnet forXéh-fordeling som funktion a7} B,.

Af samme grunde, som er anfart i kapl.2 kan man undertiden med fordel benytte andre lavpasfiltre
i stedet for integratoren ved effektbestemmelsen. Déitefimaert betydning for udtrykket {p(t)},
hvor H,(f) ma udskiftes med{ (f) svarende til det anvendte filter.

Uanset hvilket lavpasfilter man anvender, vil der ved stokastiske signaler altid veere en ikke-konstant del
af signaletp(t) - ellerp(n) - . Beregningen af RMS-veerdiéndebaerer derfor en ikke-lineger signalbe-
handling. | praksis kan denne signalbehandling dagmund af den normalt store DC-komponepitt)

- p(n) - tilneermes med en lineeer signalbehandling, idet man benytter det seedvanlige udtryk

1
1+v~=1+ 3 (7.56)

hvisv er lille i forhold til 1. Tilnaermelsen er i denne sammenhaeng rimelig fer 0.4. Konsekvenserne

heraf bliver da, at
o {\pt)} = (5 “{p ()} (7.57)

Sikkerhedsgraenserné figur7.8kan stadig finde tilneermet anvendels&; de aflzeste starrelser justeres
i overensstemmelse med udtrykket ovenfor.
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7.1.3 Signalmal baseret pa co-normen

Topveerdiemaf et signal er den numerisk stgrste veerdi, signalet antager i det - muligvis uendelige -
interval, man betragter signalet. Topveerdien har som tidligere naevnt betydning for dimensionering af
de elektroniske kredslgb, som signalet kan passere.

Safremt man skal kunne skanne en gvre graense for topveerdiens stgréeteaprenten vide noget om
den mekanisme, som genererer signalet, eller mafonudsaette noget som signaledmtbredde.

For kAndbegraensede signaler med endelig energi kan det vises, at signalets topvaerdi

9]l0e < \/m (7.58)

hvor E, er signalets energi, odj; er signalets gvre greensefrekvens. Udtrykket geeldes digtale
signaler med endelig energi.

Er der tale om periodiske signaler - analoge eller digitafe ufitrykket formen

19l oo </ Py(2M + 1), (7.59)

hvor P, er signalets effekt, og/ er den stgrste vaerdi af frekvensparametren, hvor signalet har frekven-
skomponenter, som er forskellig fra nul.

Et stokastisk signals topveerdi kan findes ud fra kendskab til signalets sandsynlighedsteethedsfunktion
W (€). Er € defineret @ et uendeligt interval, er signalets topveexdi- stor, men denne veerdi antages
naturligvis uhyre sjeeldent. Sandsynligheden fordasifjnalveerdier starre end vaerdiekan beregnes

af

/_a w(€)de + /OO w()de. (7.60)

—00 a

Figur 7.9viser denne sandsynlighed for et normalt fordelt signal.

| den tekniske litteratur traeffer man undertideda Ipegrebet topfaktofengelsk: crest factor), der er
defineret som

_ gl
= RMSLT (7.61)

hvori RMS(g) er effektveerdien af signalet.
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7.2 Spektralestimation

| mange anvendelser er det gnskeligt at kunne bestemme effektteethedsspektretfosiginal. Hvis

der ikke findes nogen forudgnde oplysninger ineffekttaethedsspektret estimeres ud fra déerdata.

For en begraenset observationstid vil&iant estimat veere behaeftet med en usikkerhed udtrykt ved dets
varians og bias. | dette afsnit beregnes disaeder benyttes en simpel metode til spektralestimation.

Et stationaert stokastisk signal beskrives ved hjeelp af dets autokorrelationsfunktion. Den er for et er-
godisk signal:

Ru(r) = E{x()x(t + 7)} = Jim / o(t -+ )it (7.62
og det tilsvarende effektteethedsspektrum er
+o0o

P = [ Relryexp(~j2nsr)dr (7.69

Et signal kan kun observeres over en endelig tid, og derfor kan kun beregnes et estimat af autokorrela-
tionen. Dette svarer til at multiplicere et rektanguleert vindaeignalet. Oftest udfares beregningen af
autokorrelationen ved hjeelp af digitale signaler, og estimatet er her

N—
R.(k) = — z(k +n)w(k +n) (7.64)
n=0
1, 0<n<N
0, ellers

z2[ =

(7.65)

£
S
Il
——

hvorw(n) er vinduesfunktionen, ofy er antallet af samples tiddighed. Et estimat af effektspektret er
givet ved

Po(f) = D Rulk) exp(—j2m fRAT) (7.66)
Ved direkte beregning af autokorrelationen kreeves en maengde beregninger foruden den diskrete fouri-

ertransformation. En &de til at reducere antallet af beregninger er at beregne effektspektret direkte ved
at lave en fouriertransformation direkté de nélte data. Introduceres

w(n)z(n) < Xu(f)

w(=n)z(=n) < X, (f) (7.67)
fas
NRy(k) = w(k)e(k)z(—k)w(-k) (7.68)
N—1
= Z 2(k 4+ n)w(k +n) « Xu(f) - X5 (f) = | Xu ()P
narz(n) er signalet. Et estimat af effektspektret &r s
R 1 |N-1 2
Px(f)zﬁ Zx(n)exp(ijanAT) (7.69)
n=0
eller
Pf) = XU
N-1
X(f) = Zw n) exp(—j2m fnAT) (7.70)

=0

3
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P.(f) kaldes periodogrammetan der benyttes en rektanguleert veegtning af signalet, og kaldes det
modificerede periodogramanikke-rektanguleere vinduer benyttes.

Pa grund af det endelige antal samples er det estimerede effektspektraratokastiske, og er derfor
beheeftet med en varians. Beregningen af variansen er besveerlig, og derfor gengives kun resultatet her.
En udledning kan findes i litteraturen (Jenkins og Watt 1968; Bendat og Piersol 1986; Papoulis 1991,
Proakis og Manolakis 1988)

(7.71)

. 2
Var[P, ()] ~ P2(f) [1 + (Sm 2 fATN ) ]

Nsin2n fAT

Standardafvigelsen egystarrelse med effektspektret, selv for store veerdiaf N. Dette kan forklares

ved hjeelp af ligning 7.64). For store vaerdier a indgar kun gansked sampleveerdier i beregningen

af autokorrelationen, og standardafvigelséreptimatef%w(k:) er derfor stor. Effektspektret bestemmes

ud fra alle lagveerdier, og den store standardafvigelse for visse lagveerdier forplanter sig derfor til det
estimerede spektrum. En mulig lgsning gette problem er at trunkere autokorrelationéngsr kun

benyttes estimerede autokorrelationsveerdier med en lav standardafvigelse. Det svarer til at dele signalet
op i en reekke s segmenter, beregne spektrene for disse og derefter midle dem fodagtagstimeret
effektspektrum med lavere varians. Det antages her, at de enkelte segmenter er uafhaengige. Hvis data
inddeles iL uafhaengige segmentérsfen variansdp

VarlPo(f)] ~ 7 PA(/) (7.72)

Dette kaldes Bartletts metode. En yderligere reduktion i variarengfaktor 2 &s ved at lade de enkelte
segmenter overlappe 50 % (Welch 1967). Spektrene for de overlappende segmenter er tilnsermelsesvis
statistisk uafhaengige, og da der er dobb&ltringe segmenter reduceres variansen med en faktor 2:

Varl ()] ~ 5= P2(f) (7.73
Dette kreever naturligvis, at signalet er stationaert. Prisen fé@ et bedre bestemmelse af effektspektret
er, at den spektrale oplgsning nedseettes. Ved multiplikation i tidsdomaenet med vinduet vil spektralesti-
matet blive foldet med vinduets fourietransformerede. Herved sker en udglatning af spektralestimatet
svarende til bredden af vinduets hovedslgjfe. Beregnes effektspektret for et signdl marhples
og anvendes et rektanguleert vindue, bliver den spektrale oplagning hvor f, er signalets sam-
plingfrekvens. Ved 50 % overlap indgder N/L samples i beregningen, og den spektrale oplgsning

er
_fs L
A ==y (7.74)
Om estimatet er biased kan findes ud fra middelvaerdie®fk)
N-1
E{Ru(k)} = E % S w(n)w(k + n)x(n)z(k + n)}
1 N_ln—O
=~ Z w(n)w(k +n)E{zx(n)x(k+n)}
n=0
1
= bl Ra(k) (7.75)
N—1
ow(k) = w(n)w(k + n) (7.76)
n=0
Den fouriertransformerede er
E{2n} =~ 7 au0)p.(r - 0)is (7.77)
N 2f9 —fq
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hvor2f, = fs og
®u(f) = W (S (7.78)

og for det rektanguleere vindue

102
_ SlI‘l 271'fNAT (7.79)
sin® 7w fAT

Periodogrammet eddedes en udglattet version af det sande effektspektrum og er et biased estimat, da
omkringliggende frekvenskomponenteavirker hinanden®,,(f) naermer sig en Dirac deltafunktion

for store veerdier afV, og da vilE {Px(f)} neermer sigP,(f). Det indikerer atP, er et asymptotisk
centralt estimat aP,.. For andre vinduesfunktioner vil det modificerede periodogram kun naerme sig den
sande veerdi hvis

2ng fq f_ 2f9N

hvilket sikrer at foldningen i{.77) naermer sig den sande vaerdl for store veerdiéy abet sikres, hvis
der normaliseres med faktoren

£)I2df =1 (7.80)

N-1
Ey = 2ng HIPdf = ngow?(n) (7.81)
P(f) = NE ——|Xu(f)? (7.82)

Ved at anvende vinduer med et spektrum koncentreret omf{riad) og lave sideslgjfer reduceres bias,

og der fis et bedre estimat af effektspektret. En vaegtning af data vil dog ikke reducere variansen, og det
er stadig ngdvendigt at dele signalet op i segmenter og midle spektrene beregnet for disse segmenter.
Ved en opdeling . segmenter og 50 % overlap som i Welchs metode reduceres variansen med en faktor
2L og estimatet er stadig asymptotisk centralt.

Et eksempel @ spektralestimation er vist i figi 10 Den gverste graf viser periodogrammet estimeret
direkte fra de ralte data uden segmentering. Det sande effektspektrum er vist ved den stiplede linie.
Det ses, at standardafvigelsea @stimatet er af samme starrelseorden som resultatet selv. Den naeste
graf viser resultatet af en opdeling i 16 overlappende segmenter med rektanguleer veegtning. | den tredje
graf er der benyttet den samme segmentering blot med et Hanning vindue. Redukfostangard-
afvigelsen er tydelig for de to grafer, mea pamme tid er den spektrale oplgsning reduceret. | visse
tilfeelde beregnes spektret kun for frekvensem%. Dette er ikke nogen begraensning i ngjagtigheden

af estimatet, da der netop kunZy L uafhaengige komponenter i spektret. Dette er illustreret i den sidste
graf, hvor der er beregné{/ L spektrale komponenter.

Der kan benyttes forskellige veegtfunktioner under beregningen af det modificerede periodogram, og
dette influerer Bde bias og varians af estimatet. En yderligere diskussion af forskellige vaegtfunktioner
findes i Papoulis (1991).

7.3 Signalmodellering

Ved visse tekniske anvendelser, hvori der optreeder digitale signaler af stokastisk art, er man interesseret i
at "'modellere” disse signaler, d.v.s. at konstruere "kunstige” stokastiske signaler med samme egenskaber
som de forelagte signaler. Denne opgave er generelt seerdeles vanskelig, med mindre man er i besiddelse
af ngjagtige oplysninger om oprindelsen til det ukendte signal eller er villig til at postulere eller antage
eksistensen afglanne oplysninger.
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Figur 7.10:Estimation af effektspektrum. Det sande spektrum er vist ved den stiplede linie. @verst er
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Figur 7.11:AR model generator.

| det falgende skal 2 signalmodeller omtales: den autoregressive model (AR-modellen) og den Igbende
middelveerdimodel (MA-modellen, MA = moving avarage). Begge modeller kan beskrives ved et antal
parametre, hvis starrelse kan beregnaesnt man kender autokorrelationsfunktionen for signalet, som
skal modelleres. Dededes konstruerede modeller finder bl.a. anvendelse ved simuleringer af systemer,
som producerer signaler.

7.3.1 AR-modellen

En autoregressiv procesgenerator desaf digital hvidstajgenerator med udgangssignalét),
E{z(n)} = 0, efterfulgt af et stabilt og tidsinvariant digitalt filter realiseret rekursivt. Udgangssignalet
y(n) frafiltret beregnes derfor af

Q

y(n) = z(n) + Y _ bey(n —q), (7.83)
q=1

hvor Q er antallet af processens parameéfrése figur7.11). Q benaevnes ogsprocessens orden.

Overfgringsfunktionen for filtret findesmsaedvanlig vis

H(f) = ! , (7.84)

Q
1-— qu exp(—j2m fqAT)
q=1

ogy(n)’s effektspektrum kan da skrivegfiormen
Sy(f) = o2l H(f)|? (7.85)
hvor o2 er hvidstgjgeneratorens effekt (se af$nit.d.

Da det omz(n) er antaget, ab{z(n)} = 0, geelder det derfor o@s at E{y(n)} = 0. Som det ses
bestemmer filtrets overfgringsfunktion formea signalets effektspektrum.

Det er undertiden interessant at kunne bestemme generatorens korigtadtéa gnsket om, ak, (k)
far en kendt facon. Multipliceres udgangssignalet fra generatoreny (ned k), fas

Q
y(n)y(n — k) = z(n)y(n — k) + > _ bey(n — q)y(n — k). (7.86)
q=1
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Tages her middelveerdierad
Q
Ry(—k) = Ray(—k) + > _ bgRy(q — k), (7.87)
q=1

som idetR, (k) = R,(—k), reduceres til

Q
Ry(k) = Ray(=k) + > _ bgRy(k —q), (7.88)
q=1
Dax(n) har et hvidt spektrum, er
Ry (k) = 036(k), (7.89)
og falgelig er
Ry (k) = a7h(k), (7.90)

hvor h(k) er filtrets impulssvar (se afsrit7.1).

Eftersom filtret er kausalt, &R, (k) = 0 for k < 0. Fork > 1 reduceres ligningen til
Q
Ry = byRy(k—q),k > 0. (7.92)
q=1

Betragter man udtrykketam1 < k£ < @, ses det, at der er tale om et lineaert ligningssystem @ed
ubekendte. Dette kan skrivea matrixform

Rb=r, (7.92)
hvor
Ry (0) Ry (~1) -~ Ry(1-Q)
R R,(1)R,(0) ~.Ry(2—-Q) (7.93)
Ry(Q —1)Ry(Q —2) ...Ry(0)
b= [b1,b,b3...00]" . (7.94)
09
r = [Ry(1), Ry(2), ..., Ry(Q)]"" (7.95)
Dette ligningssystem kan lgse& paedvanlig vis, og maaif
b=R'r, (7.96)

hvor R—1r er den inverse matrix tiR.

Bemeerk, at kendskabet til generatorkonstanteyrg de forste) + 1 vaerdier afR, (k) giver mulighed
for at beregne alle veerdier &, (k) uden for intervalle{—Q), Q]. Safremt kendskabet til de veerdier,
som benyttes til bestemmelsenigf stammer fra rélinger eller er opstet fa anden vis, er der ingen
sikkerhed for, at de veerdier, sod@ades kan beregnes, vil svare til eventuelle gvrigéereller forelagte
R, (k) veerdier uden for det naevnte interval.

AR-generatorens udgangsefféRf kan beregnes af

_L —L 2 270 _ 2 = 2
B=35y /zfg Sy(f)df = o, /QfgaxIH(f) df = a7 h;mh (n). (7.97)

7.3. Signalmodellering 149



Dah(n) seedvanligvis ikke kendes, kan man admve gleede af udtrykket

Q
Ry(0) = Rqoy(0) + > bRy (q),
Q=1

som kan reduceres til

Q
Py=024 Y byRy(q).
Q=1

1. ordens AR-procesgenerator

Denne meget enkle AR-procesgenerator fungerer efter
y(n) = z(n) + biy(n — 1),

svarende til et fgrste ordens digitalt filter med

[ on>o0
h(n)_{o ellers ’

(se afsnit6.4.3.

Med
1

T 1o by exp(—j2m fAT)
vil effektspektret @ generatorens udgang veere

H(f)

2
Oy

T 14 b3 — 2by cos 2w fAT

Sy(f)

Generatorens effekt beregnes enklest af

0,2

o
Py:g§+zh2(n):1_7$b27
h=0 1

0g, da kurb; # 0, reduceres ligningen til bestemmelseraf k) til
Ry(k) =biRy(k—1), k>0,

eller
2
Oy blkl
1

Ry (k) =
v 1— b}

Som bekendt er det digitale 1. ordens filter kun stabdt, n

‘bl‘ < 1.

(7.98)

(7.99)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

(7.104)

(7.105)

(7.106)

(7.107)
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Figur 7.12:MA model generator.

7.3.2 MA-modellen

En MA-generator beat af en digital hvidstgjsgenerator med udgangssignédle}, E{z(n)} = 0,
efterfulgt af et stabilt og tidsinvariant digitalt filter af FIR-typen. Udgangsignglej fra filtret beregnes
derfor af

Q
y(n) =z(n) + Z aqx(n —q), (7.108)
q=1
hvor @, som kaldes processens orden, er antallet af procespararmetre
Filtrets overfgringsfunktior ( f) er
Q
H(f) =1+ agexp(—j2r fqAT) (7.109)
q=1
og effektspektret  generatorens udgang findes af
Sy(f) = o2 H(f), (7.110)
hvor o2 er hvidstgjgeneratorens effekt.

Ogsa for denne generator geelder defdty(n)} = 0, og det er velkendt, at filtrets impulssvar

1, n=0,
h(n) =X an, 1<n<@Q, . (7.111)
0 ellers

Filtret er altid stabilt, og autokorrelationsfunktione fiitrets udgang er

Ry (k) = o2h(n) x h(—n). (7.112)

Indfgrer marmuy = 1, er dette ensbetydende med

Q—k
2
<
Ry(k)={ 7 q;) agag +k |k < Q (7.113)
0 ellers

Som det ses, &k, (k) af endelig varighe@@ + 1.
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1. ordens MA-procesgenerator

Ud fra udtrykket fory(n) i afsnit 7.3.2fas i tilfeeldet, hvoiQ = 1

y(n) =z(n) + arx(n — 1), (7.114)

Den hertil hgrende overfgringsfunktion er
H(f) =1+ a1 exp(—j2rfAT), (7.115)
og effektspektret @ generatorens udgang

Sy(f) = o2(1 + af + 2a1 cos 2n fAT) (7.116)

Generatoreffekterds af .
Py=02> h*n) =o2(1+aj), (7.117)
h=0

og autokorrelationen for generatorens udgangssignal

o2(1+a?), k=0
Ry(k) ={ o2a, k=+1 (7.118)
0 ellers

Safremt man gnsker at bestemmeud fra forelagte vaerdier &k, (0) og R, (1), ma man lgse ligningen

Ry(:l:l) . aq
R,(0)  1+4a?

(7.119)

Day(n) er stokastisk @@ R, (+1) < R,(0). Skal ligningen have reelle Igsninger, er det let at vise, at
man yderligere ra kreeve, at
R,(£1) < R,(0)/2, (7.120)

som indebeerer, at; < 1. Det er alt& ikke enhver autokorrelationsfunktion, som kan realiseres med
MA-generatoren, &r@ = 1.
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KAPITEL

OTTE

Modulation af signaler

| forbindelse med transmission af signaler gennem luften eller over netveerk, er der behov for at mod-
ulere det enten analoge eller digitale signal, for at tilpasse det til transmissionsmediet. | dette kapitel
gennemdes basale modulationsmetoder for analoge signaler i &<nitg for digitale signaler 8.4.

For mere avancered modulationsformer henvises til speciallitteraturen, f.eks. Stremler (1992), Bissel &
Chapman (1992) eller Wade (1994).

8.1 Analoge modulationsformer

Traditionelt er benyttet to forskellige modulationsformer ved transmission af analoge signaler: ampli-
tudemodulation, som er beskrevet i afshit.10g frekven- eller fasemodulation beskrevet i af§nit.3

Oftest benyttes amplitudemodulationen, hvor der gnskes en prisbillig lgsning. Frekvensmodulationen
benyttes hvor der laegges veedt @n hajere kvalitet, som f.eks. ved FM radi, lpekostning af effek-
tiviteten i kAndbreddeudnyttelsen og prisen for udstyret.

8.1.1 Amplitudemoduleret signal

Modulation af en ren tone med et signhal anvendes ofte i praksis som et middel til at flytte signalets
spektrum A frekvensaksen (ateapparater, teletransmission, radiofoni m.m.)

Betragter man farst 2 rene ton@n(t) = a; cos(2m fit + 61) 09 g2(t) = ag cos(2 fat + 02), hvoray,
as, f1, f2, 01 09 O, er konstanter, og hvor forholdet mellefi og f> er rationalt, vil man kunne finde
produktsignalets spektrum af foldningsreglen

g(t) = g1(t)g2(t) & G(m) = > Gi(q)Ga(m — q), (8.1)

g=—0o0

hvor ¢, (t) L G1(m) og g2(t) L G2(m). Da kAdeG1(m) og Go(m) kun har to frekvenskomponen-
ter hver, giver foldningen ialt maksimalt 4 spektrale komponénted frekvenserne-(f; + f»), se
eksemplet f figur8.1

Medm; = fiT ogms = foT, bliver resultatet

Gl(—ml)Gg(—mg) form = —(m1 + mg)
Gl(ml)Gg(—mg) form = mi1 — mo
Gl(—ml)Gg(mg) form = mq — m

Gl(ml)Gg(mg) for m = mi + mao.

G(m) = (8.2)

Isafremtf, = f», kommer der 3 komponenter, og féir = 0 kun 2 komponenter.
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Figur 8.1:Amplitudemodulation, delspektre.

Da|G1(£m1)| = a1 0g|Ga(£ms)| = 3as, ses det let, at

1
|G(m)| = 70192 for m = £(mi £ ma). (8.3)

Er f.eks.as konstant, vil alleG(m)’s spektrale komponenter variere med safremt denne starrelse
varieres.

Bemaerk, at man kan betragte resultatet af produktdannelsen enten som en flytning af Gpékiyei
frekvensenfs (= mqo/T) eller som en flytning af72(m) til frekvensenf, (= m1/T).

Lader man nu af bekvemmelighed = 1 og danner signalet

9a(t) = (1 + pg1(t))g2(t), (8.4)

hvor ;. er konstartt, far dette signal et spektrum, som kan beregnes af

Galm) = Go(m) + 1 S Gala)Galm — q). ©.5)

q=—00

ga(t) kaldes et amplitudemoduleret (AM) signalg dets spektrum best dels af spektreGy(m) -
beerebglgen dels af de tidligere omtalte sum- og differensfrekvenser - giddbne P2 figur 8.2 ses
spektret for 2 amplitudemodulerede signaler, et hifox f> og et hvorf; > fo. Ogsa i dette tilfeelde
vil sidebAndenes styrke variere ved en variatiomgfhvorimod bzerebglgen er konstant.

Signalets samlede effelt er summen af baerebglgeeffektBnog sidedndenes effekP,, hvor

P=2. (%)2 for Py —4- (jai/4)2. (8.6)

Man far da )
P=:+p 2a3/4. (8.7)

Ved anvendelse af det amplitudemodulerede signal til kommunikation&fgradiofoni f.eks.) veelges
f1 < fo. Det er endvidere almindeligt, atz; < 1, da man derved kan demodulere signakespmpel
vis (se oga kap.8.1.2. Er ua; > 1, taler man undertiden om et AM-signal med undertrykt bzerebglge.

Ud fra et effektmaessigt synspunkt er AM-signaler ikke seerligt hensigtsmaessige til brug ved kom-
munikation, idet en variation i styrken af det modulerende signat) kun giver sig udslag i

2,, benzevnes undertiden modulationsgraden
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Figur 8.3:Signalbehandling for enkeltsidabdsmodulation.

variation af styrken af de to sidébd og denne variation er, som det ses, den samme for begge
sideland. Betydeligt gunstigere i denne henseende er den modulationsformasomdgr betegnelsen
enkelt sideBndsmodulatiofESB), idet man ved en passende kombination af modulation og filtrering
fierner det ene sidéimd og (det meste af) baerebglgen. Et eksempapmetode til frembringelse af
ESB er vist @ figur8.3.

De to filtre er enten ens lavpasfiltre med en gvre greensefrelfyeziber ens hgjpasfiltre med en nedre
greensefrekveng,. Om f, geelder det i gvrigt, at den skal veere stgrre end halvdelen af den hgjeste
frekvens, som forekommeui ().

Betragter man for eksempel tilfeeldet med hgjpasfiltre, vil indgangssignalerne til de to filtrg (hepe:
ay cos(2w fit 4+ 61) veere henholdsvis

ay cos(2m fit + 01) cos(27 fot) = %al cos(2m(f1 + fo)t +61) + %al cos(2m(f1 — fo)t +61) (8.8)
og

a1 COS(27Tf1t + 91) sin(27rfgt) = %al sin(27r(f1 + fo)t + 91) — %al sin(27r(f1 — fo)t + 01) (89)
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Figur 8.4:Signalbehandling for synkron demodulation.

Efter filtreringen haves kun de hgjfrekvente led, som efter fornyet modulation med signalerne
cos(27(fa — fo)t) 0g —sin(27(fa — fo)t) giver henholdsvis

ial cos(2m(f1 + fo)t +01) + ial cos(2m(f1 — fa + 2fo)t + 01) (8.10)

og
ial cos(2m(f1 + fa)t +61) — ial cos(2m(f1 — fa + 2fo)t + 01), (8.11)

og dermed ESB-signafet
1
;0 cos(2m(f1 + fa)t + 61). (8.12)

Selv om ovensgtende er formuleret for rene toner, geelder tilsvarende udtryk naturlig\ds cagsy; (¢)

er et vilkarligt periodisk signal, da der her udferes en lineaer signalbehandling. Signalernes "baerebglge”
kan ligeledes erstattes med et witkgt periodisk signal. Dette kan man undertiden med fordel benytte
sig af til simplifikation af en forelagt praktisk signalbearbejdningsopstilling.

Som et eksempelgpdet sidste kan det naevnes, at de viste signatér fot), sin(27 fot), cos(2m(fo —
fo)t) ogsin(27w(fo — fo)t) pa figur 8.3 kan erstattes af firkantsignale@mder benyttes lavpasfilter i
opstillingen, og &fremt der tilfajes et passende - normalt ikke seerlig kritisk - lavpasfiterdgangen
af opstillingen. Specielt kan dette veere attraktiér, de indgende signaler er digitale.

8.1.2 Demodulation af et amplitudemoduleret signal

Ved demodulation af et amplitudemoduleret signal

9a(t) = (1 + pg1(t))ga(t) (8.13)

(se kap.8.1.]) forstas en signalbearbejdning, sora pasis afy,(t) frembringer et signal, der er pro-
portionalt medg; (¢) (det modulerende signal). Signalets baerebglde) er i praksis naesten altid et
rentonesignal, hvorfor det her antagesg#t) = cos(2x fot), hvor f, er baerebglgens frekvens. Det
antages yderligere, at(¢) er bandbegreenset med en gvre greensefrekyigns

Synkron demodulatioaf AM-signalet er betegnelsen for den signalbehandling, som &digjyr 8.4.
Signalety, (t) multipliceres med signalebs(2r fot +64), hvoré, er en konstant. Herved opstsignalet

5 (1 nga (1)) (cos(4m ot + ) + cos(6)), (8.14)

som ved filtrering med et passende lavpasfilter giver det demodulerede signal

a(t) = 51+ gr (1) cos(8) 815)

3Bemaerk, at den viste opstilling dgkan forklares ved benyttelse af begrebet komplekse signaler (se f.ek8).kap.
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Det ses let, at betingelsen for, at demodulationen kan gennemfaresfgr<afs samt, ath; # %pﬂ,
hvor p er hel. Herudover er der naturligvis det krav, at beerebglgefrekvefasshal veere kendtpdet
sted, hvor demodulationen foretajeg;(t)'s DC-komponent er saedvanligvis uden interesse.

Ved en anden metode til demodulatibenytter man sig enten af enkeltensretteztber af den linesere
dobbeltensretteDenne fremgangsade, som er kredslgbsmaessigt enkel, indebaerer dog, at &an m
kraeve, atug; (t)| < 1. Er denne betingelse opfyldt, vil den ensrettede versiagp @j kunne skrives a
formen

(1 + pg1(t))g2e (), (8.16)

hvor g2, (t) er den ensrettede baerebglge. Spektret af det demodulerede signal kan da beregnes ved anven-
delse af linearitetsreglen og foldningsregléndget modulerende signal og det ensartede rentonesignal.

Det demodulerede signals spektrale komponenter ved hgje frekvenser fiernes ved en lavpasfiltrering
med et filter, hvis gvre graensefrekvefys < %fg, med mindre ensretterens konstant —1 (dobbel-
tensretning), hvor betingelsen 5 < f>. De lavfrekvente dele af signalet kan udtrykkésfprmen

(1 + pg1(t))ka, (8.17)

hvor k, = 2/m ved dobbeltensretning ok, = 1/7 ved enkeltensretning. Heller ikke her har det
demodulerede signals DC-komponent praktisk betydniadidr 8.5 ses eksemplergpdemodulation
af AM-signaler.

Bemeerk, at det ikke er ngdvendigt at kende frekverfsemed denne form for modulation. ESB signaler
lader sig ikke demodulereiadenne rade.

8.1.3 Spektret af fase- og frekvensmodulerede signaler

Frekvensmodulerede signaler finder anvendelse inden for telekommunikation (f.eks. radiofoni og data-
transmission). Set i relation til amplitudemodulation indebeerer frekvensmodulation

(FM) undertiden en mere stgjfri transmissipng det er ofte &ledes, at FM generereé pn simpel og
effektmaessig attraktiv aue.

En med FM besleegtet modulationsform er fasemodulation (FMijiver man signalets beaerebglge p
formen A cos(27 fot), og moduleres denne beerebglges fase méd, vil det fasemodulerede signal
gp(t) kunne udtrykkes ved

gp(t) = Acos(27 fot + kpg1(t)), (8.18)

hvor A, k,, og fy er konstanter. Som det ses, varierer beerebglgens fase proportiongit(mes8ignalets
gjebliksfrekvend; vil kunne findes ved en differentiation af cos-signalets argument med hensyn til tiden
k.

fi= o (@nfo + kydh(6) = fo + 5201 ). (8.19)

Det er @iledesy/ (t)'s sterrelse, som bestemmer den starste vagréian have.

Det er undertiden nyttigt, at det modulerede signals gjebliksfrekiveteslet bestemmes af det mod-
ulerende signals veerdi, adts

fi=fo+krgi(t), (8.20)
hvor k; er en konstant. Det herved frembragte sigyét) er et FM- signal

g¢(t) = Acos(2r fot + 27k / g1(t)dt + 2mc), (8.21)

“Dette er forklaringen &, at man i praksis ikke @nsker at fierne AM-signalets beerebglge helt. ESB-signaler gan ogs
demoduleres ved synkron demodulation.

°Denne stgjfrihed opis naturligvis ikke gratis. Den "pris”, der betales, er den ste@redbredde, der kraeves ved denne
type af FM-transmission (se senere).
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Figur 8.5:Demodulation af AM-signal.
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hvor c er en arbitreer integrationskonstant, som der i det fglgende ses bort fra.

Medens det er umiddelbart indlysende, @de PM- og FM-signalets amplitude er uafhzengig af,
hvorledesy; (t) varierer, kreever en beregning af de to signalers spektre lidt flere overvejelser. Antager
man, atgy (t) er periodisk med spektrét; (m) og periodetide’, og at baerebglgens frekvefisogsa

kan skrives a formenM, /T, hvor Mj er hel, bliverg,(t) periodisk med periodetidef, hvorfor PM-
signalets spektrurv,(m) kan findes af

1 [z 2 o
Gp(m) = T /_22 Acos(Mo?t + kpg1 (t))e ™ T tat, (8.22)
2
og FM-signalets spektruid¥ ;(m) af

1 (% 2 - om
Gylm) = 7 / " Acos(Mort + 2y / g1(8)dt)e M dt. (8.23)
2

Disse udtryk er sveere ah et overblik over, ar der ikke leeggesdmd & g (t). Betragtes derfor farst
specieltg; (t) = a cos(2nt/T), far man i PM-tilfeeldet

ﬁ:h—%%mﬁwm (8.24)
og i FM-tilfeeldet
fi = fo+ kracos(2mt/T). (8.25)

Den maksimale sendrifig f; kaldes frekvenssvinget f. | PM-tilfaeldet er

Af = kpa/T, (8.26)
altsa proportionalt med modulationsfrekvenggiT’), hvorimod man ved FM har
Af = kya. (8.27)

| begge tilfeelde e f proportionalt med amplitudem Starrelsen: = A f - T benaevnes saedvanligvis
signalets modulationsindex

Af udtrykkene for PM og FM signalerné$

gp(t) = Acos(2nMot/T + kpacos(2nt/T))
= Acos(2rMot/T) cos(kpa cos 2mt/T)
—Asin(2r Mot /T') sin(kpa cos(2nt/T)) (8.28)

09
gr(t) = Acos(2rMot/T + kyaT sin(2nt/T))
= Acos(2nMot/T) cos(kyaT sin(2nt/T'))
—Asin(2nMot/T) sin(kyaT sin(27t/T')). (8.29)

Strukturen i disse udtryk viser, at signalernes spektre er sammensat af spektrene for signalerne

cos(p cos(2mt/T))
sin(psin(27t/T))
cos(psin(27t/T))
sin(p cos(2t/T"))

(8.30)

5Selv om det ikke fremar direkte, erf; en funktion af tidert (og dermed selv et signal!).
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flyttet til frekvensen)/T. Det kan vises, at

. Im for m lige
cos(psin(2nt/T)) L { 0 () for 2 u?ige (8.31)
. . 7 )0 for m lige
sin(psin(27t/T)) & { —jJm(u) form ulige (8.32)

hvor J,,,(1) er Besselfunktionen af farste art ogte orden af det (faste) argument(se oga appendix
G). Spektret af de to gvrige signaler findes enklest ved anvendelse af tidsforskydningsreglen

Pa fig. 8.6 ses de to signaler med tilhgrende spektre for forskellige veerdier Bémeerk, at spektret
rummer mange linier, selv om det modulerende signal er en ren tone, en falge af den ikke-lidere m
det modulerede signal dannes. et kan vises, at styrken af linierne aftager ret drasti&kym| > p.

Det kan vises, afy(1) = 0 for visse veerdier afi. Dette fr til falge, at det modulerede signal for disse
veerdier afu ingen baerebglgekomponent har.

Betragter man nu det tilfeelde, hver(t) = a cos(2nt/T) og < 1, kan man med tilnaermelse skrive

g¢(t) = Acos(2rMoyt/T) — Asin(2n Mot /T') - psin(2nt/T). (8.33)
Det ses heraf, atar 4 er lille, vil FM-signalet best af en baerebglge og to sidetd med frekvenserne
My/T +1/T, (8.34)

og alt@s have samme struktur som AM-signalet (se Kap.1). Fasen af sidéindene set i relation til
beerebglgens fase er dog anderledes (s& ekgsemplet @ figur8.7).

Er det modulerende signal ikke en ren tone, bliver udtrykket for spektrene af FM og PM signalerne
saerdeles komplicerede, hvorfor neermere oplysninger herdimemtes i faglitteraturen.

8.2 Tilpasset filter

I mange anvendelser udsendes og modtages pulser. Tiden indtil modtagelsen kan veere et udtryk for
distancen mellem sender og modtager, som i f.eks. radar og medicinsk ultralyd (Skolnik 1980; Jensen
1996). Styrken af det modtagne signal er relateret til genstanden, som har reflekteret den udsendte puls.
F.eks. modtager en radar som regel et kraftigere signal fra store genstande erdl fra sm

Sadanne signaler er oftest behaeftet med stgj, og det er derfor gnskeligt at maksimere det gnskede signal
og minimere stgjen med en passende signalbehandling. Dette kan ggres med et tilpasset filter.

Det modtagne signai(¢) antages at veere givet ved
r(t) = g(t) + n(t) (8.35)

hvor g(t) er responset fra systemet for f.eks. en enkelt reflektorn @ger stgjen, som er ukorreleret
medg(t). Der gnskes nu et lineeert, tids-invariant filter, der maksimerer forholdet mellem det gnskede
signal og stgjeffekten til tidety,,. Dette forhold kan udtrykkes ved

o y(ta))?
N = B2t
y(t) = g(t)h(t)

"Benyt f.eks. de velkendte identiteters(z) = sin(z + 3),sin(z) = — cos(z + 3m)

(8.36)
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Figur 8.6:Frekvensmodulerede signaler af deres spektre for forskellige
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Figur 8.7:Frekvensmodulerede signaler med lille modulationsindex.

hvor y(t,,) er signalveerdien til tider,,, h(t) er impulsresponsen for det tilpassede filtgft) er
udgangssignalet fra det linezere, tilpassede filter uden staj,, @y er den filtrerede stgj. Da stgjen
er stationaer kar,, erstattes medog forholdet kan i frekvensdomaenet udtrykkes ved
y(ta)? _ [T GUDH(f)e > mdf (6.3

E{n3(t)} JI S () H(f)2df
idetn(t) antages at veere stationeer, og derfor har en effekt, som er uafheengig aftidener stgjens
effektteethedsspektrum. Antages stgjen hail f

y(ta)? |5 GO H(f)e? tmdf |

B30}~ A[RTH(f)R (8:38)

Her er A stgjens effektteethed. Benyttes nu Schwarz’ ulighed (se apppBhtfs

—00

[e.9] 2 oo (0.9]
[ Tawngeieg| < [Tiampa [Tiemerepg @39

hvor lighedstegnet geelder for
H(f) = ki(G(f)e*tm)* = ki G (f)e 72t (8.40)
k1 er en konstant. Det maximale forholésfderfor, ar (8.40 er opfyldt og dermed

yta)l® LS HEPA [TTNG( e 2df 2T |G )P
E{ng(t)} — A [ 1H(F)\Pdf A

E
= = (8.41)

Det benyttes her, af [p|2df = [p - p*df hvorved faktorere’27/t» er uden betydning. Til detektion-
stidspunktet er signalveerdien fra filteret for den gnskede del af signafepatsortional med signalets
energik.
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Figur 8.8:Tilpasset filter for en ultralydpuls og resulterende signal efter filtrering.

Den fouriertransformerede af filteret, som maksimerer spidsamplituden for udgangssignalet i forhold til
stgjen, er aledes givet ved A
H(f) = kaG*(f)e 72mItm (8.42)

hvilket er
h(t) = k1g(tm — 1) (8.43)

i tidsdomaenet. Filteret er en tidsreverseret og forsinket version af det oprindelige, stgjfrie signal.
Forsinkelsent,, veelges & filteret er kausalt. Et eksempel for en ultralydpuls er givet i figu

Filteret er tilpasset signalefisfrekvensomider med megen signalenergi ikke deempes ogadarr

med udelukkende stgj deempes kraftigt. En fora@etdbredde for filteret ville forage stgjen uden en
tilsvarende forggelse i signalenergi efter filteret, hvorimod @mdbreddeformindskelse ville reducere
signalenergien. Det bgr bemaerkes at resultatet kun gaelder for hvid stgj (se f.eks. Stremler (1990) for
eksempel med farvet stgj).

8.3 Detektion af stgjbehaeftede bineere signaler

Efter filtrering skal det f.eks. i en radar afgares, om der er et fly til tiggeller ikke, og i telekommu-
nikation skal afgares hvilket symbol, der modtages.

Et simplificeret tilfeelde er at betragte det bingere sigiial som enten har vaerdien 0 eller 1aiNy(¢)
har passeret det tilpassede filtér) fas veerdier, nar g(t) har veerdien 1. Til tidspunktet, kan man
altsa efter det tilpassede filter modtage enten

Y1(tm) = K +no(tm)

eller
Y1 (tm) = no(tm) (844)
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Figur 8.9:Sandsynlighedsteetheder for signajgtt ).

nar g(t) har passeret en stgjbehaeftet kanal og er blevet filteret med et tilpasset filter. For at beslutte
om signalveerdien er 0 eller 1arbenyttes en teerskelveendi hvor det antages at(t,,) er lig 1 for
y1(tm) > 109 g(ty) er 0 fory(t,) < u. Pagrund af stajen er der to muligheder for fejl. Enten kan
no(tm) reducere veerdien afi (¢,,), sa den bliver mindre eng selvomg(t,,) = 1, ellery; (t,,) > u
selvomg(t,,) = 0. Den farste fejl resulterer i at en puls, som er tilstede, ikke detekteres (falsk negativ).
| det andet tilfeelde detekteres et signal, som ikke er der (falsk positiv). Et eksempel med gaussisk stgj
er vist i figur8.9. Det skraverede areal viser, hvor sandsynlige de to fejl er. Det kan ses, at uanset valget
af p vil der bedas fejl. Den samlede sandsynlighed for fejl afheenger af hvor tit Gogptreeder i
signalet. HviskK forekommer sjeeldent vil falsk negative fejl @gforekomme sjeeldent. Den samlede
sandsynlighed for at bédejl er

Pf = P()Pfo + PKPfK (8.45)

hvor P, er sandsynligheden fa(t,,) = 0, 0og Py, er sandsynligheden for a(¢,,) > p. Da der kun
optreeder de to symbolead
Py = PyPyo+ (1 — Py) Py (8.46)

Hvis der er den samme sandsynlighed for GFogas
1
Py =5 (Pro+ Prx) (8.47)
Hvis sandsynlighedsteethedsfunktionen for stgjen er symmetrisk omkring dens middeasétdi £

Pk, og teerskelveerdien bliver umiddelbart = K /2, da begge fejltyper har samme veegt. De to
sandsynlighede®;, og Py, er for gaussisk stgj givet ved

e~/ (20%) g¢ (8.48)

o
Pf=Pfo=PfK:/

u V2mo

der afheenger af ogo, hvoro er standardafvigelsen fag (¢). Fejlsandsynligheden er vist som funktion
af K/20 ifigur 8.10

Oftest er sandsynligheden for de to symboler ikke lige store, og dermed bliver valget af teerskelveerdien
ikke umiddelbart.
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Figur 8.10:Sandsynligheden for fejl for gaussisk fordelt sty der er lige stor sandsynlighed for de to
symboler.

For det tilpassede filtes til tident,,, en vaerdi, der er proportional med signalets enérgHvis der

ikke modtages noget svar fra, f.eks. refleksion af radarimpulsen fra et fly, modtages kun stgj. Det er
aekvivalent til situationen givet i formeB(44). Derfor fas den samme sandsynlighed for fejl, og den
samme metode for bestemmelsen af teerskelveerdien kan bedyttes.er Aledes forholdet mellem

den modtagne signalenergi divideret med to gange RMS veaerdien af stgjen filtreret gennem det tilpassede
filter.

Oftest vil man f.eks. i radar have @ er meget mindre end, og at Px ikke kendes. Derfor @&
teerskelveerdien oftest bestemmes empirisk.

8.4 Digitale modulationsformer

I mange moderne anvendelser findes resultatet af en signalbehandling i form af et digitalt signal, som
gnskes transmitteret via modem, netvaerk eller digital teletransmission. Signalet skal derfor ved digital
modulation bringes fra en digital form til en passende analog form, som er egnet til transmission. Der
findes basalt tre modulationstyper: amplitude-, fase- og frekvensmodulation, som omtales i det fglgende.
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Figur 8.11:Amplitudemoduleret signal for den binsere sekvens 1101010 sendifmed1 200 Hz og
T = 4/ f. = 3.3 ms. Den nederste graf viser signalet efter det har passeret en kanal med en begreenset
bandbredde (f.eks. en telefonlinie).

8.4.1 Digital amplitudemodulation

| digital amplitudemodulation benyttes at signalets amplitude afhaenger af vaerdien af det binaere digitale
signal. For veerdien 1 sendes signalet

) asin@2nfit) 0<t<T,
p(t) = { 0 ellers (8.49)

hvor f. er centerfrekvensen for den sendte puls,logr dens varighed. For veerdien 0 sendes et sig-

nal med amplituden 0. Den binaere streng 1101010 serédedes som vistdpfigur8.11 Den gverste

graf viser det ideelle signal, og den nederste viser signalet efter passage gennem en telefonlinie med et
brugbart gennemgangsoaae fra 300 Hz til 3 kHz.

Der skiftes altd mellem to amplitudeveerdier og metoden benzevnes Amplitude-Shift Keying (ASK) i
den engelsksprogede litteratur.

Nar signalet modtages efter transmission skal den binzere datastrgm gendannes. Det kan f.eks. ske ved at
anvende et tilpasset filter, og dernzest finde om der blev sendt O eller 1. Den tilpassede filtre@ingfbest

en foldning med(t,, —t), hvort,, er tidspunktet for detektionen. Den maximale veerdi ud fra filteret er
proportional med energien af den udsendte puls (se &)itHvis sandsynligheden for 0 og 1 er lige

store seettes teerskelveerdien for skelnen mellem de to veerdigf2tilK i formel (8.44) svarer &ledes

til £, og hermedds fejlsandsynligheden givet i figBr10i det forrige afsnit.

Eksempel 8.1 Det amplitudemodulerede signal vist gverétfigur 8.11 sendes over en telefonkanal
med uendelig &dbredde, som tilfgjer signalet gaussisk fordelt stgj med en konstant effektta@thed p
10~* W/Hz indenfor en &ndbredde f f,, = 5 kHz.

Beregn fejlsandsynligheden: Energien af signalet efter den tilpassede filtrering er

(8.50)

4/ fe 2 in?2 8 9 2
E = / a® sin?(2n f,t)dt a {x o0 x] =
0

Tt 2 4, f
Det tilpassede filter er en tidsreverseret version af den udsendte puls, og kan via frekvensforskydningsre-
glen ses at have sin maximale forsteerkning omkfing f. (se f.eks. figu2.9). Overfgringsfunktionen
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Figur 8.12:Amplitudemoduleret signal for den binsere sekvens 1101010 sendfmed1200 Hz og

T = 4/f. = 3.3 ms. Den gverste graf viser det ideelle signal, den naeste viser signalet med stgj, oqg til
sidst efter filtrering med et tilpasset filter. Den vandrette line viser teerskelvadidiznog de lodrette
streger viser tidspunkterne for detektion.

er siledes koncentret omkringy= f.. og forstaerkningen falder for hgjere veerdier fafAntages det at
forsteerkningen er forsvindende fér> f,, fas stgjeffekten via Parsevals formel til (Dette svarer til at
antage at stgjen er hvid og overvurderer derfor stgjens effekt)

Beo= [T iHESar = 5,00 [T P~ 5,0 [ 1 Par

7fn — 00

— 5,0 /_ O; h2(t)dt = Sn(O)QJ?j (8.51)

hvor S,,(f) er stgjens effektteethed. Forholdgto er sledes

o - m:\/smﬁ (8.52)
E /
% - 2 /S 2a2 2S (853)

E 12
2¢ [ 2-104-1200

Med de givne tal&s

=6.2dB

Hermed &s en fejlsandsynlighedd - 10~2. De forskellige signaler er vist i figus.12for den binaere
sekvens 1101010.

@ges amplituden for sinuspulsen fra 1 til 2 valsfet forhold @ 12 dB og dermed en fejlsandsynlighed
pa s - 1075; altsa en betydelig forbedring.

Fejlsandsynligheden vil ogsafheenge af om det korrekte detektionstidspunkt benyttes. Derfor er det
vigtigt, at modtageren synkroniseres til afsenderen. Dette problems lgsning falder dog uden for ram-
merne for disse noter.
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Figur 8.13:Frekvensmoduleret signal for den binaere sekvens 1101010 sendt reed000 Hz, fy =
1000 Hz ogT" = 2 ms. Den gverste graf viser det transmitterede signal, og den nederste viser signalerne
for symbolerne 1 og 0 separat.

For hvid stgj kan udledes en simpel relation til bestemmelse af fejlsandsynligheden, som giver indsigt i
filterets og stgjens indflydelse. Antages det at stagjen er hvid (har konstant effektta¢hsdjdns effekt
efter filtrering til

P,=5,00FE (8.54)

hvor E er energien af pulsem(t). Hermed &s forholdet

FE FE FE
20 2/S,(00E | 45,(0) (8:59)

Det er alté forholdet mellem energien af pulsen og effekttaetheden af stgjen tilfgrt fra transmission-
skanalen, der bestemmer sandsynligheden for fejl.

8.4.2 Frekvensmodulation

Den digitale information kan ogsoverfares ved at benytte pulser med forskellig centerfrekvenser. For
symbolet 1 sendes

|} asin@rfit) 0<t<T,
ni(t) = { 0 ellers (8.56)
og for symbolet O:
) asin(2nfot) 0<t<T,
po(t) = { 0 ellers (8:57)

hvor f1T of fyT er heltal.

Den binaere streng 1101010 sendes som vist gvarfigpr8.13 Der skiftes mellem to frekvensveerdier
0og metoden benesevnes Frequency-Shift Keying (FSK) i den engelsksprogede litteratur.

Der benyttes nu to tilpassede filtre til detektionen; et for hver pulstype. Til tidspunktet for detektion er
signalveerdien fra filtrene proportional med energien for den udsendte puls. Da varigheden af pulserne for
de to symboler er lige store er energi@fior pulserne lig hinanden. En mulig detektionsmetode er st p
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Detektor — b(t)

Tilpasset filter
hy(t)

Figur 8.14:Detektor for FSK modulation.
figur 8.14 Det modtagne signal passerer de to tilpassede filtre og subtraheres. Denne signalbehandling
kan uden stgjbidraget skrives som
y(t) = g(t) * ha(t) — g(t) * ha(t) = g(t) * (1 (t) — ha(2)). (8.58)
For detektionstidspunktet, fas

+o0
yltn) = | g(O)tr (6~ ) ~ halt — )8 (8.59)

— 00

hvor hy (ty, —t) = g1(tm — tm + 1) = g1(t) (se ligning 8.43) og ha(t,, — t) = go(t). Til detektion-
stidspunktet,,, = 0 fas derfor en signalveerdap

T
y(0) = / asin(2w f16)(asin(27 f10) — asin(27 fo0))do (8.60)
0
nar der modtages symbolet 1 og signalet er stgijfrit. Dette kan omskrives til

T
y(0) = E—/O asin(2w f10)asin(27 fof)do

o2 (T
= E- ?/ cos(2m(f1 — fo)0) — cos(2m(f1 + f0)0)dO
0

a2 [T
= FE-— ?/0 cos(2m2A f0) — cos(2m2(fo + Af)6)do (8.61)

Det sidste integral vil veere nul, hvis der integreres over et helt antal perioder af sinus signalet med
frekvensemA f = 11200, Dette er opfyldt &r 2T'A f = p, hvorp er et heltal, og de to signaler siges at
veere ortogonale.

En lignende udregningaf, rar der modtages pulsen for symbolet 0. Hes f
T
y(0) = / asin(27 fof)(asin(27 f16) — asin(2w fod))dd = —F (8.62)
0

Ud fra denne detektogf derfor enten veerdidn eller — E afhaengig af hvilken puls, der er udsendir n
de to signaler er ortogonale. Teerskelveerdien kan derfor seettes til 0.

Stagjen i signalet bliver ogsfiltreret, og den resulterende stgjeffekt er givet ved
Po= [ ()~ Ha(£)PSu(hdf (8.63)

hvor S,,(f) er effekteetheden af stgjen dg,, H, er overfgringsfunktionerne for de to tilpassede fil-
tre. Antages det, at stgjens effekttaethed er konstant inden f@demhvor de to filtre har betydende
forstaerkning &s

Pu= 5,00 [ 1E() ~ Ha(HPas (8.64)
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Figur 8.15:Fasemoduleret signal for den binzere sekvens 1101010 sendf.med 000 Hz og T =
2/f.=2ms.

Det sidste led er:

[~ B () — H3 ()

—00

= [ im@)F + HDP - H(DHS ()~ Hi (D H(1)df

De to sidste led er lig signalet(¢) foldet med den tidsreverserede af signgl€t), og resultatet er 0,
da de to signaler er ortogonale. Hermad f

Pa=5u(0) [ IHL(N)P + | Ha(1)df = 25, (0)F (8.65)

Stgjeffekten bliver alés fordoblet ved subtraktionen.

Sandsynligheden for fejl kan, som for ASK modulation, findes ud fra f&ytf Teerskelveerdien er

nul, og det er kun stgjamplituder over en veerdify der giver anledning til fejl. Stajeffekten er blevet
fordoblet ved subtraktionen, og derved er det forholdéty/20), som bestemmer sandsynlighedea. P
lignende nade som i forrige afsnit kan forholdet, som bestemmer fejlsandsynligheden, udregnes til

E? E? E
\/; - \/2Sn(0)E - \/25n(0) (8.66)

Der opras alté en 3 dB forbedring i forholdet ved benyttelse af FSK istedet for ASK modulation.

8.4.3 Fasemodulation

Ved denne metode benyttes skift i signalets fase for at indikere om der sendes symbolet 0 éitetet. N
sendes to symboler benyttes at skifte mellem en faseqg 0. Metoden benaevnes Phase Shift Keying
(PSK). Den bineere sekvens 1101010 kommer derved til at se ud&digup8.15

Til detektionen benyttes et tilpasset filter, som er den tidsreverserede puls. For symbolet 1 vil filterets
udgangsveerdi veere proportional miédenergien af pulsen) ved detektionstidspunktet og for symbolet 0
er veerdien- E. Teerskelvaerdien for detektionen kan derfor seettes taOgar er lige stor sandsynlighed
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for de to signaler. Effekten af stgjen efter filtreringenfar= o2 = S,,(0)E, og amplituden af stgjen
skal veere starre enfl for at give anledning til en fejldetektion. Herme@sfforholdet, som bestemmer

sandsynligheden, til
E E? E
a_¢&@E_¢&@ (8.67)

altsa en 6 dB forbedring i forhold til ASK modulation. For det tidligere eksempel svarer det til at man
kan sende med en amplitud& f volt og op& en fejlsandsynlighedd® - 10~° ved at benytte PSK
istedet for ASK modulation.
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KAPITEL

NI

Eksempler pa biomedicinske signaler

| dette kapitel gives en raekke eksemplérgignaler fra det medicinske oaue. Kapitlet er kun taenkt

som en kort introduktion for at vise signalanalysen og behandlingens betydning for det medikotekniske
omrade, og for at danne grundlag for gvelserne tilknyttet dette kursus. Faglitteratarkonsulteres,

hvis yderligere information gnskes om signalerne, derakng og behandling (se f.eksl][ [13] og

[6)).

9.1 Ultralydskanning

Ultralyd er tryksvingninger over det harbare d@mude, dvs. med en frekvens over 20 kHz. Ultralyd
benyttes industrielt til undersggelse af materialer ved ikke destruktiv testning og i sonar til f.eks. vis-
ning af havbundens dybde. Medicinsk kan ultralyd benyttes til fremvisning af billeder af neesten alle
blgde veevsstrukturer og til diagnosticering af blodets strgmning.

| medicinsk ultralyd udsendes en kort puls i megahertzam®ar som vist gverstdpfigur 9.1 med en
piezoelektrisk transducer. Pulsen vil blive reflekteret af de forskellige veevsstrukturer, og der modtages
et signal som vist nederskgigur9.1, ved at anvende den samme tranducer som modtager.

En simpel model for det modtagne signal er:

y(t) = p(t) * e(t), (9.1)

hvor p(t) er den udsendte puls agdt) er "veevssignalet”, som genereres af vaevsstrukturen. Da der
oftest modtages reflekterede signaler fra en kompleks sammenseetning af forbindelsesveaeyv, celler og
blodkar kane(t) karakteriseres som et stokastisk signal med en gaussisk sandsynlighedsteethed og et
hvidt effektteethedsspektrum.

Ved at anvende ultralyd med frekvenser i megahertzaolet kan lydsélen dirigeres og fokuseres i en
bestemt retning, og man kan herved opbygge et billede af kroppens indre struktadaft system
er vist (& figur9.2 | transduceren placereéihuden findes et roterende transducerkrystal, der kan ud-
sende en fokuseret ultralydake. Stalen roteres over oradet, der gnskes afbildet. Det modtagne signal
forsteerkes og indhyllingskurven findes ved hjeelp af f.eks. en hilbert transformation som beskrevet i
kapitel 3. Indhyllingskurvens amplitude e&groportional med veevets reflektionsstyrke. Endelig om-
seettes de enkelt signaler til et billede ved hjeelp af en poleer til rektangulaer mapning. Der kan opsamles
20 til 30 billeder per sekund med denne teknikgrund af ultralydens hgje udbredelseshastighed i vaev.
Lydhastighedem er 1540 m/s og herved vil tiden for opsamling af en puls-ekko linie veere

tg = 2d (9.2)

C
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Figur 9.1:Eksempel p 3 MHz ultralydpuls (top), og signal modtaget fra en lever (bund).
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Figur 9.2:Ultralydsystem til at optage billeder af kroppens organer (gengivet fra Jensen (1996)).
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Figur 9.3:Ultralydbillede af foster i 13. uge (gengivet fra Jensen (1996)). Man kan se hovedet, benene,
rygsgijlen, etc.

hvor d er den maximale dybde foraingen. For en typisk veerdgpl = 15 cm fasty; = 195us. Der kan

altsa opsamles godt 5000 puls-ekko linier per sekund, og da et billedar lzé<t00 til 200 linier &s 25

- 50 billeder per sekund. Ultralyd kaalede benyttes til @ing og fremvisning af sandtids billeder (B-
mode) og til at studeredule statiske og dynamiske del af kroppen. De hyppigste anvendelser er skanning
af fostre, hjertet og andre blade vaevsstrukturer. Et eksendped pltralydbilleder af et foster i 13. uge

kan ses p figur9.3. Her kan tydeligt ses fosterets hoved, rygsgijle, ben og feddem®edre gengivelse

end her, og med dynamiske billeder, er der mulighed for at se endnu flere detaljer og bl.a. studere fosterts
hjerte og dets beveegelse.

9.2 Maling af blodhastighed med ultralyd

Grundet den hgje &lehastighed er det ogsnuligt at benytte ultralyd til at &le blodets stremning i
kroppen. Dette ggres ved afite et antal gange i en retning, agfelge aendringen i signalet fra gang til
gang. Ved at rale skiftet i position fra raling til maling kan hastigheden bestemmes som positionsskiftet
divideret med tiden mellem alingerne. Hastigheden kaa sises enten som en funktion af tiden for et
sted i blodkarret eller som et farvebillede overlejret det normale, anatomiske B-mode billede.

En model for nalingen kan konstrueres med udgangspungt)(for det modtagne ultralydsignal. For
at gare udledningen simpel betragtes fgrst signalet fra en enkelt blodpartikel og siden generaliseres til en
samling af uafhaengige blodpartikler. Hvis signalet fra en enkelt partikék grfas det modtagne signal
til:

y1(t) = p(t) * e(t). (9.3)
Gentages @lingen igen vil partiklen have flyttet sig en distance dig = v.7}, s, hvor v, er blod-
hastigheden i ultralydsitens retning, od}, s er tiden mellem de to &linger. Herved forsinkes det
modtagne signal med = 2d,/c, da ultralyden bde skal udbrede sig ned til partiklen og tilbage igen.
Herved bliver den andenating givet ved

y2(t) = p(t) * e(t - ts) = yl(t - ts)' (94)

Altsa en forsinket version af den farstélimg. Udfares eksperimentet en raekke gardgealts signaler
som succesivt er mere og mere forsinket ved beveaegelse veek fra transduceren, og der kan modtages
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Figur 9.4:Ultralydsignal fra en enkelt spreder, som bevaeger sig igennem et ultralydfetritre side
er vist de modtagne signaler og hgjresiden viser signalet samplet ved den stiplede linie.

signaler som vist i figu®.4. Her er vist en reekke modtagne signaler for en enkelt partikel, som beveaeger
sig veek fra tranduceren. Der udfgrésen sampling af det modtagne signal for tidspunktet indikeret
ved den stiplede linie. Dette tidspunkt er alfast relativt til udsendelse af ultralydpulsen, og herved
samples aendringen i signalet fra puls- til pulsudsendelse. Signalet fra veev, som ikke bevaeger sig, vil
derfor give samme veerdi for@ing til maling.

Ved ultralydnd@ling udsendes en sinusformet puls givet ved

p(t) = g(t) sin(2m fot) (9.5)

hvorg(t) er pulsens indhyllingskurve. Spredning fra en enkelt partikel modelleres som en ideel reflektion
i form af en delta-funktion og hervea$

Bt = plt) # 60t~ 2% ity = gt~ 2% ity sinanfolt — 22 —ir)). (96)

hvor d,, er afstanden fra transduceren til partikel ved den farste pulsudsendelse; &deelativ til
pulsudsendelsen, agangiver nummeret for pulsudsendelsen. Samples for et fast tidspunkt relativ til
pulsudsendelsen givet ved

ty =P (9.7)

fas det samplede signal til

yi(tz) = —g(—its) sin(27 foits) = —g(—its) sin(27r2—QC}ZfOiTprf). (9.8)

Bemaerk atT),, ; svarer til tiden, og at frekvensen af det modtagne signal nu er proportional med blodets
hastighed. Frekvensen af det modtagne signaledss
20,

fo=—Jo. (9.9)

Cc

En fouriertransformation af det samplede signal givedes en direkte indikation af hastigheden.
Typiske veerdier for de indgende starrelser e = 0.5 m/s,c = 1540 m/s, f, = 5 MHz, og hermed

bliver den modtagne frekvens
2:-0.5 6
=——3-10°=1 Hz. A
fo=Tepp 3 107 = 1950 Hz (9.10)
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Figur 9.5:Ultralydbillede af carotis arterien til hjernen og dens blodflow.

De modtagne frekvenser eiledes i audioonadet og kan direkte afspilles fra skanneren.

For en helt reekke uafheengige blodpartiklés fet stokastisk reflektionssignal. Dalemetoden er

linezer fis en superposition af bidragene fra de enkelte partikler, og modellen kan direkte overfgres
pa det stokastiske signal. Effektspektret for det samplede signalextes stadig et udtryk for blodets
hastighedsfordeling. Dette benyttes i spektrale systemer, hvor spektret for det modtagne signal vises
som funktion af tiden som vist i fig#.5. Her er @& venstre side vist det normale B-mode billeder, ag p

hgjre side er vist hastighedsfordeling over tiden for stedet indikeret ved den hvide linie. Der er udfart en
fouriertransformation af de &fte data, og spektrene er vist side om side. En lys farvetone indikerer blod-
partikler med en given hastighed. Her er vist hastigheden i carotis arterien, som forsyner hjernen med
blod. Hastighedsfordelingen er vist over 2 sekunder, hvor tiden er angivegsen og hastighedeip
y-aksen. Hjertets pulsation kan tydelig ses.

En anden billedetype viser blodets stramning over etai®ysom vist g figur9.6. Her findes middel-
hastigheden for et sted i billedet ud fra middelfrekvensen i det modtagne signal. Dette gagres med

fp?“f/2
[ v
J(T: v _fprf/2 ) (911)

fprf/2
[ v

_fprf/2

hvorY (f) er effektspektret for det modtagne signal for en given dybdg,pg= 1/7,, ;. Hastigheden
ersa ;
C
Uy = == 9.12
2 fo 612
og indikeres med en farve overlejret det normale B-mode billede. F.eks. kan en rad farvetone indikere
hastighed mod transduceren 0@ lbbek fra transduceren.

En anden metode til at finde hastigheden er at benytte krydskorrelationen mellem modtagne signaler,
og herudfra bestemme den tidslige forskydning mellem to pulsudsendelser. Her krydskorreleres to mod-
tagne signaler

Rua(7) = E{y1()ya2(t + 7)} = E{y1(O)y1(t — &5 + 7)} = Rp(7) * Re(T — 1) (9.13)
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Figur 9.6:Farvebillede af blodstrgammen til og fra hjernen.

hvor R,(7) er autokorrelationsfunktionen af den udsendte pulskog) er autokorrelationsfunktionen
for signalet fra vaevet. Det sidste kan anses for at vaere et hvidt, stokastisk signal, hvorved autokorrela-
tionsfunktionen er

Re(r) = Ad(7), (9.14)

hvor A er spektralteetheden af reflektioner, som indikerer deres styrke. Heamed f
R12(7’) = ARP(T — t5>. (9.15)

DaR,(7) har et globalt maximum for = 0, far Ri5(7) et globalt maximum for = ¢, hvorvedt, kan
bestemmes. Hermed kan hastigheden findes som

(9.16)

En gennemgang af denne algoritme samt en lang reekke andre forhold for disse systemer kan findes i
Jensen (1996).

9.3 Elektrofysiologiske signaler

Pa trods af nerve- og muskelcellers forskellige struktur og funktioner fungerer begge typer celler som
ledebane for bioelektriske signaler. De underliggende mekanismer for disse signalées agstidbre-
delse er i generelle treek identiske og gennaesgndledende under et.

Maling, behandling og fortolkning af signalerne fra hjernen (elektroencephalografi), hjertemuskelen
(elektrokardiografi) og skeletmuskulaturen (elektromyografi) er imidlertid bestemt af, hvorledes de re-
spektive celler indgr i den helhed, der danner disse organer. | den efterfglgende gennemgang af disse
“grafier’beskrives signalkildernes seerpraegemetoder, samt signalbehandling og -analyse.
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Figur 9.7:Cellemembranen adskiller intra- og ekstracellulzere ionkoncentrationer. Specifikke ionkanaler
(her en kaliumkanal) tillader ioner af diffundere gennem membranen. Et aekvivalentkredslgb repraesen-
terer membranen som en kondensator i parallelforbindelse med konduktanser for de ionspeci-
fikke natrium, kalium og leekage kanaler. Batterierne repreesenterer de respektive ionstrgmmes
ligeveegtsspaendinger (gengivet fra Malmivuo og Plonsey (1995)).

9.4 Cellen som signalgenerator

Nerver og musklers cellevaegge er opbygget af lipide dobbeltlag, der er selektivt permeable for en raekke
ioner, bl. a. natrium, kalium, klor, og calcium. Da ionerne i de intra- og ekstracelluleere vaesker ikke
frit kan beveege sig gennem cellemembranen, adskiller deilades ionerne (ladningerned pnem-
branens indre og ydre overflader. Denne ladningsadskillelse giver anledning til at betragte cellemem-
branen som en distribueret kondensator. Samtidigt tillader ionspecifikke kanaler i membranen dog en
hvis ladningsmaengde at passere membraréeadss at membranen modelmaessigt kan betragtes som
en parallelkombination af en konduktans og en kondensator (sedfigur

9.4.1 Cellens hviletilstand

For natrium- og kaliumionernes vedkommende opretholdes en stor koncentrationsforskel mellem den
intra- og den ekstracelluleere veeske ved hjeelp af en energiforbrugende natrium/kalium-pumpe i celle-
membranen. Denne pumpe transporterer tre natriumioner ud af cellen for hver to kaliumioner, der
pumpes ind. Derved o@es en vaesentlig starre natriumkoncentration uden for cellen som indeni og
en veesentlig starre kaliumkoncentration inde i cellen som udenfor (sefigur

Koncentrationsforskellene virker som drivkraft for en diffusion af natrium- og kaliumioner gennem deres
respektive ionkanaler i retning af faldende koncentration. Natriumioner, der derved diffundere ind i
cellen, medbringer imidlertid en positive ladning som bidrager til at opbygge et udadrettet elektrisk felt
over membranen. Styrken af dette felt er bestemt af koncentrationsforskellen over memkiues, s

at en ligeveegtstilstand ogst hvor diffusionsstreammen og den modsatrettede strem frembragt af det
opbyggede elektriske felt har lige store stramteetheder. For en given ion i sin ligeveegtstilstand er net
ionstremmen&edes nul.

For natriumionernes vedkommende @psienne ligevaegtan potentialet p membranens inderside er
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ca. 50 mV mere positivt enddpydersiden. Kaliumionernes koncentrationsgradient er modsatrettet den
for natrium, og kaliumionerne e&kedes i ligevaegt,ar potentialet f membranens inderside er ca. 100
mV mere negativt enddydersiden.

Kun én potentialforskel kan eksistere over membranen, og hverken natrium eller kaliumionerne kan
derfor forventes at veere i deres ligeveegtstilstand. | stedet oplades membrankondensatoren til en mem-
branspaending,,, (defineret som indvendigt potential minus udvendigt potential) svarende til ligeveegt-
stilstanden

INa+IK—|—IL—|—Ip:O (9.17)

hvor Iy, 0g I betegner natrium og kaliumstrammeiig,den samlede passive leekagestrgm fra andre
ioner (primaert klor og calcium), of, natrium/kalium-pumpens ladningstransport. Benyttes Ohm’s lov
for ionstrammenedes:

INa(Vin — Ena) + 98k (Vin — Ex) + 9.(Vin — Er) = =1, (9.18)

hvor gn, 09 gx betegner ionkanalernes konduktanseriyg, og Ex natrium og kaliumsystemernes
respektive ligevaegtspotentialer (Nernst-potentialgr)betegner den totale laekagekonduktansthg
laekagestrammens ligeveegts-spaending. Membranens hvilespa&phdingaledes givet ved:

_ INaENe + 9k Ex + 9L EL — I

V,
" gNe + 9K + 9L

(9.19)

For en celle i hvile epn, meget mindre engx 0g g1, 0g hvilespaendingen fdf,,, ligger derfor mellem
Ex (ca.-90 mV) ogF;, (ca. -70 mV).

En cellemembran i ligevaegtstilstand laekker altstrium ind i cellen og kalium ud af cellen. Under
forbrug af energi (ATP) pumper natrium/kalium-pumpen natrium ud af cellen og kalium ind i cellen,
hvorved koncentrationsforskellene opretholdes og membranpotentialet holdes konstant.

9.4.2 Aktionspotentialet

Forskydesl,, i positiv retning ved hjeelp af ekstern stimulation, blivey, og gx afhaengig afV,,, i
stadigt stigende grad. Forskyd&s, over en bestemt taerskelveerdi, begyngles at vokse dramatisk.
Den hidragrende influks af natrium aflader membrankondensatoren yderligedes at/;,, forskydes
endnu mere i positiv retning. Der opstderved en keedereaktion, hvigy, hastigt bevaeger sig mod
Eng (50mV).

Natriumkanalen har imidlertid en inaktiveringsmekanisme, der lukker kanalen igenablatnidrede
microsekunder efter at deabnede. Derved falder natriuminfluksen dramatisk og samtilgter
kaliumkanalen og giver anledning til en effluks af positive ladninger. Den hurtige lukning af natri-
umkanalerne forhindreV,, i at na Ey,. | stedet @r V,, op pa ca. 20 mV positiv, hvor den vender
og, forarsaget af kaliumeffluksen, bevaeger sig ned md(-100 mV). I aftager dog fait/,,, nar E,

idet g aftager, @r V;, bliver negativ.V,, returnerer derfor til sin oprindelige hvilespaending. Poten-
tialudsvinget, der her er beskrevet, kaldes et aktionspotentiale gigur

Aktionspotentialets amplitude og varighed varierer betydeligt blandt nerveceller og blandt skelet- og
hjertemuskelceller. Amplituden bestemmes i hgj grad af veerdief'for, som igen afhaenger af na-
triums koncentrationsforskel over cellemembranen. Aktionspotentialets varighed bestemmes primeert af
abne- og lukkehastighederne for natrium- og kaliumkanalerne. En population af specielt langsomme
natrium- og calciumkanaler forleengeéades hjerteventrikelcellernes aktionspotentialer med en platea-
ufase @ ca. 300 millisekunder (figi.11). Til sammenligning er varighede@merve- og skeletmuskel-
aktionspotentialer ca. 1 millisekund.
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Figur 9.8:Aktionspotentialets kurveform og de underliggende ionstramme (gengivet fra Malmivuo og
Plonsey (1995)).

Nar et aktionspotentiale vokser op som fglge af en lokal stimulation af cellemembranen vil natriumin-
fluksen folrsage en diffusion i cellens leengderetning (figud. Positive ladninger vil derved ankomme

til negativt polariserede dele af cellemembranen a@igggynde en depolarisering af membranagtte

sted. Derved @begyndes processeany og det betegnes deraf, at aktionspotentjatgpagererkontin-

uerligt over cellens leengde.

9.4.3 Extracellulzere kildemodeller

Nar bioelektriske signaler &tles med &leelektroder indsat i f. eks. en muskel, eller med overfladeelek-
troder placeret @ skalpen eller over hjerteregionen, er det ikke cellernes aktionspotentialer, der reg-
istreres. Det er derimod de potentialfordelinger, der apistummet omkring cellen som fglge af ion-
strammenes udbredelse i det resistive ekstracellulsere medium. Da cellemembranens hvilepotentiale ek-
sisterer i en ligevaegtstilstand, hvor den totale membranstram er nul, falger det heraf, at cellens hviletil-
stand repreesenteres i ekstracellulae@dimger ved signalets basislinje (nullinje) (figul0).

Betragter man et gjebliksbillede af et propagerende aktionspotenéiads gylinderformet celle, vil

man, set fra det ekstracellulzere rum, observere et aksialt cellesegment foran aktionspotentialet, hvor
strgm forladder cellen i form af en kapacitiv forskydningsstrem (fgd). Denne stram fremkommer

som falge af natriumionernes interne diffusion i propagationsretningen agséwer den tidlige fase af
membransegmentet depolarisation. Det tilstadende cellesegment under aktionspotentialéenoeadg
flanke virker som et dreen for ekstracellulzert natrium og vil derfor framslet ekstracellulaere rum

som en negativ stramkilde. Cellesegmentet under aktionspotentialets repolariseringsfase virker som en
positive stramkilde i overenstemmelse med effluksen af positivt ladede kaliumioner.

En aktiv celle kan &ledes betragtes som en kontinuerligt fordelt liniekilde med en central negativ
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Figur 9.9:Aktionspotentialet, de underliggende strgmslgjfer, og tripol- og dipolmodellerne.

kilde omgivet af to positive kilder. Er afstanden fra elektroden til aktionspotentialet imidlertid stor i
forhold til aktionspotentialets laengde, kan man benytte en simplere mod@tbdstaf tre punktformede
stramkilder placeretacellens akse. Denne model betegnes tripolmodellen og defineres matematisk som
superpositionen af potentialerne fra de tre punktkilder:

o . 1 Il - Iz IS
Ge(Prt) = - (rl(t) rg(t)+r3(t)) (9.20)

hvor ¢. er det ekstracelluleere potentiale i observationspunkiet er konduktiviteten i det ekstracel-
luleere rum,[1, I> og I3 punktkildernes styrke, og;, r» 0gr3 afstanden fra kilderne til elektroden. Da
aktionspotentialet propagerer, andres punktkildernes afstand til elektroden med tiden

Kaliumkanalerneébnehastighed er langsommere end den for natrium og kaliumeffluksearfdezpr
over et laengere cellesegment end natriuminfluksen. Det fglger heraf, at stramtagthedengle &
tiendedele af; og I>. En yderligere simplificering af kildemodellen, hvByignoreres, leder herved til
den ofte anvendte dipolmodel:

. 1 I I
Pe(p 1) = 4o, (rl(t) B rg(t)) (9.21)

Da stramteethedernig og I, har nogenlunde samme styrkB g er separeret med en afstdrﬂj der
er lille ijorhold til afstanden) til elektroden, kan de to punktkilder erstattes med en matematisk dipol
m = Id, der peger i propagationsretningen:

Id-#(t)  m-#(t)  |m|cos(A(t))

= = = 9.22
Aor?(t)  Amoer3(t) dro.r3(t) (©-22)

e (P, 1)
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Som ved enhver dipolkilde, er potentialet i observationspunktet en funktion af vidki¢rmellem
dipolenni og enhedsvektoreh der peger fra kilden til observationspunktet. Generel{&ren funktion
af tiden. | praksis afheenger dette dog &flesituationen. Hvig(¢) < 90 grader, nales en monofasisk
kurveform, hvorimod en difasisk kurveformates, hvig)(¢) aendres mere end 90 grader.

9.5 Elektromyografi

Under aktivering af en skeletmuskel propagerer et aktionspotentiale via en motorisk neuron til en
muskels endepladezone (oftest miétmpuskelen). Her forgrener neuronen sig og danner synapser med

en raekke muskelfibre, der er jeevnt fordelt over et cirkulzert tvaer&mit-dl0 mm i diameter. Neuronen

og de muskelfibre, den innerverer, kaldes en motorisk enhed. En enkel rekruteret enhed producerer den
mindste kraft, hvormed en muskel kan treekke sig sammen. Er der behov for en lidt starre kraft, gges
impulsfrekevensen for denne motoriske enhed. Kanden maksimale kontraktionskraft er Gt for

den aktiverede enhed, rekruteres andre motoriske enheder. Dette rekruteringsmgnster sikre en meget fin
graduering af muskelkraften.

Kontraktionen i de enkelte muskelfibre &wsages af en pludselig frigarelse af intracelluleer calcium
trigget af muskelfibermembranens aktionspotentiale. Under kontinuerlig kontraktion af en muskelfiber
udbredes derdedes et aktionspotentiale fra fiberens midte mod endepunkterne, hvor impulsen udder.
Da alle de andre muskelfibre i den samme motoriske enheilledsr et aktionspotentiale, vil super-
position af de ekstracellulzere stramme fra de enkelte fibre producere et starre ekstracelluleert potentiale
kaldet det motoriske enhedspotentiale (MUP: motor unit potential). Dette potentiale er som regel tri-
fasisk (en negativ spids omgivet af to positive) oglen nogle & hundrede mikrovolt i amplitude i en
afstand af 0.2 - 0.5 mm fra den neermeste aktive fiber. Potentialets varigiled typisk 8 - 12 mil-
lisekunder i intervallet, hvor potentialets amplitude overstige#/5(figur 9.10).

9.5.1 Single Fiber EMG

Benyttes en aleelektrode med et meget lille elektrodeareal, er det muligbie det ekstracelluleere po-
tentiale fra en enkel muskelfibread@an en elektrode kaldes en “Single-Fiber’elektrode, og den kliniske
disciplin, hvori den benyttes kaldes Single-Fiber EMG (SFEMG). Denne teknik benyttes hovedsageligt
til at studere intervalvariationer (jitter) mellem de enkelte impulser i et impulstog. Forhgijet jitter antyder,
at der kan veere patalogier i den neuromuskulaere synapse.

9.5.2 Koncentrisk EMG

Til studier af de enkelte motoriske enheder benyttes @ratektrode, der kan opfange potentialerne

fra hele den motoriske enhed. Der benyttes enten en monopoleer elektrode eller en bipoleer elektrode
opbygget koncentrisk adedes at inderlederen af platin fungerer som positiv elektrode, og den omkring-
liggende kanyle af & fungerer som negative elektrode.

Pa det motoriske enhedspotentiale bestemmes varigheden af den del af potentialet som overstiger 5
uV, peak-to-peak amplituden, arealet under kurven, samt antallet af positive og negative faser inden for
potentialets varighed (figua.10.
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Figur 9.10:Motoriske enhedspotentialer (a) og dens features (b) (kilde: anonym).

9.5.3 Makro- og overflade EMG

Skal muskelens maksimale kontraktionsevne bedgmmes, er man interesserétlé demelektriske

aktivitet i en stor del af muskelen. Dertil benyttes enten kanyéeden koncentriske elektrode, en spe-
cialdesignet makroelektrode, eller overfladeelektroder montéréiugen. Feelles for disse elektroder

er en stor aktiv overflade, samt stor afstand til de aktive signalkilder. Begge disse faktorer resulterer i
signaler med meget lille amplitude (50 - 5000). Pa dette signal f@les root-mean-square (rms) am-
plituden samt medianfrekvensen, dvs. den frekvens, der deler powerspektret i to lige store dele. Median-
frekvensen har vaeret benyttet som en traethedsindeks, idet det er blevet observeret, at medianfrekvensen
falder, rar treethed indtraeffer i muskelen.

9.5.4 Signalbehandling af overflade EMG

Da EMG signaler genereres af levende celler med et vist energibehorkes signalgeneratoren af den
hastighed hvormed energi forbruges under muskelarbejde. Gené&r@&M& signaler derfor betragtes
somikke-stationaersignaler. Betragtes imidlertid tilstraekkeligt korte epoker af signalet (0.5 - 1 sekund)
kan EMG signalet antages at vaireasi-stationaer

Aktionspotentialer, der er frembragt ved elektrisk stimulation, @psimultant og propagerer synkront
langs muskelens leengde. Det superponerede EMG signal, der opfanges af elektroden,detdenior-

istisk Under normal voluntaer kontraktion aktiveres de enkelte motoriske enhedspotentialer uafhaengigt
af hinanden. Det volunteere EMG signal er dedtokastiskaf natur.

Ofte er man intereseret i at sammenligne to EMG sign&ler og Y (¢) og bestemme om f. ek¥(¢)
blot er en skaleret version a&f(t), det vil sige:
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Y (t) = hX (kt) (9.23)

eller omY (¢) afviger mere generelt fr (t). Koefficientenh betegner en amplitudeskalering ég
betegner en spektral komprimering. Kuarrsignalerne er deterministiske kamgsa fortolkes som en
tidsmaessig ekspansion.

| forskellige eksperimentelle sammenhaenge kan man tilla2g@e og Y (¢) forskellige betydninger.

Man kunne f. eks. forestille sig at signaler¥ét) og Y (¢) er malt simultant med hver sin elektrode an-
bragt (a samme muskel. Hvis de to elektroder registerer fra ngjagtigt den samme population af muskelfi-
bre, vil den bioelektriske kilde veere identisk. Afstanden fra kilden til elektroderne vil derimod oftest
veere forskellig og dette forhold vil give anledning tihdee en amplitudeskalering og spektral kom-
primering af det ene signal i forhold til det andet.

| forsgg, hvor man placerer flere elektrodér pamme ben med det foainat registrere forskellige
musklers arbejde under gang eller Igb, er man specielt interesseret i @ arndgtalk hvor elektro-
den over muskel Y @er et signal fra muskel X. Det sign&l(¢) man her antager at hidkomme fra
muskel Y kan i virkeligheden vise sig at veere en skaleret version(&af.

Crosstalk opstr pa grund af volumenledning. De elektriske stramsigjfer, deréawpstn aktiv muskel,
udbreder sig i de omkringliggende muskler og giver anledning til en spatial potentialfordelinger, der
overskrider den aktive muskels anatomiske afgreensninger. Da potentialfordelingens amplitude aftager
med kvadratet & afstanden (jaevnfer ligre.22), vil potentialfordelingens gradient veere meget lille i
feltpunkter, der ligger langt fra kilden (fiernfeltet). Benytter man en differentiglempstilling med

en bipoleer elektrodekonfiguration, kan man delvis undertrykke fjernfeltet (crosstalk) men stadigveek
registrere neerfeltet.

| studier af muskeltreethedater man et EMG signal fra samme muskel over lang tid for at bestemme
muskeltraethedens indvirkning@ signalets karakteristika. | denne anvendelse kan man fortolke signalet

X som veaerende EMG signalet, deales ved forsggets begyndelse. Sign&lét) males derefter med

jeevne mellemrum for at undersgge EMG signalet under muskeltreethedens gradvise indtraeden. | eksper-
imenter af denne slags har maavst en spektral komprimering af EMG signalet ved muskeltraethedens
indtreeden, og det er derfor af interesse at bestemme, hvorvidt der er tale om en ren skalering, eller om
der sker en generel forandring i spektralfordelingen.

| signalbehandlingen af EMG signaler er datesies behov for at kunne estimere skaleringskoefficien-
terneh og k og nyttige relationer til dette brug udledes fra velkendte relationer i signalteorienYHi#jis
er en skaleret version & (¢), geelder a’(¢) har autokorellationen:

2
Ry (1) = %Rx(k}’r) (9.24)
og effektspektret:
h? f
Svif) = 125x (3) (9.25)
Defineres middelfrekvensen som:
Jo~ £Sx(f)df
mean — T 00 o 7 N ar 9.26
Jomean = po g (N df 520
og medianfrekvensen som:
fX,'med oo 1 o0
[ e = [T sx(dr =5 [ Sx()df (9.:27)
0 fX,med 0
kan det let vises at:
k— fY,med _ JY,mean _ X0 (9.28)

B fX,med - fX,mean TY 0
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hvor der geelder at:
Rx(tx0) = Ry (1v0) =0 (9.29)

Definerer vi endvidere den ensrettede middelveerdi som:

T
Xpa = ;/O X (8)] dt (9.30)

Xpars = 1| % /0 X2y at (9.31)

far vi fglgende udtryk til bestemmelse af amplitudeskaleringen:

0g RMS veerdien som:

Yra Yrms
h=k 24—/ M2 9.32
XRraA XRrMsS ( )

Opdeles en muskelkontraktio@ p. eks. 30 sekunder i epoked pvert 1 sekund, kan udtrykkene i lign.
(9.28 og (9.32 benyttes til at beregne skaleringskoefficientet¥e og h(t) for hver epoke. Man ogar
saledes en tidsreekke, der kaavise eller afvise en progressiv skalering af EMG signalets kurveform.

Alternativt kan man definere forskellige parametrer, der benytter effektspektrets fordeling til at skelne
mellem en simpel skalering og en egentlig forandring i signalets kurveform. Ved denne fremgdegsm
anskues detormaliseredesffektspektrum §x) som en sandsynlighedsfordeling, for hvilken man kan
definere momenter af orden

My = /OOO FmSx (f)df (9.33)

Hvis signalety (¢) er en ren skalering aX (¢) jaevnfar lign. .23, faes falgende sammenhaenge mellem
effektspektrenes momenter:

My, = R*k" ' Mx , (9.34)
og
- My, Mx., -
My, = ~—" = " 2" = "My, 9.35
Y My Mx X (9:35)

Benyttes momentbegrebet kan vi beskrive effektspektret ved dets middelveerdi:

M
fX,mean = = as (936)
X0

dets varians A A
o% = Mxs— M}, (9.37)

dets skeevhed (skewness)
(MX73 — 3MX,2MX,1 + QM)?’(J)

Skewyx = ) (9.38)

og dets kurtosis:
Mx.4 —AMx 3Mx 1 +6M3  Mx.o — 3M3
KmtX:( X4 x,3Mx 1 M X2 x1) (9.39)
0x

Da hverken skewness eller kurtosis andres ved skaleringen angivet 9lig®.deselder der:

Skewy = Skewy (9.40)

0g
Kurty = Kurtx (9.41)
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En anden parameter, som er uafhaengig af skaleringrationskoefficientey’ defineret ved forholdet
mellem fordelingens spredning og dens middelveerdi:

2
Oy = oy _ Myp | Myz [ Myn
My /My My | My My

1/2

kox ox

= =C 942
My /My,  Mx1/Mx X (9.42)

BeregnesSkew(t), Kurt(t), og C(t) for en serie signalepoker, vil en ren skalering af EMG signalet

bevirke at:
Cy(t)  Skewy(t)  Kurty(t)

Cy(0)  Skewy(0)  Kurty(0)
| situationer, hvor lign. 9.42 ikke er gyldig, skyldes det aendrede effektspektrunmbadis generel aen-
dring i EMG-signalets kurveform.

=1 (9.43)

Anvendeligheden af ovenneevnte metoder afheenger i stor grad af, hvor godt et estimat af effektspektret,
der kan opaes. Hvis der stimuleres med en pulsfrekvens, dek sta, at tidsintervalet mellem de elek-

triske stimuli er mindre en muskelpotentialets varighed, vil sidstnaevnte blive trunkeret af det elektriske
kredslgb, der undertrykker stimuluspulsen og forhindrer forstaerkereriiagpetning. Ekspanderes det
trunkerede signal til et periodisk signal introduceres hgijfrekvent stgjrpnd af diskontinuiteten. An-
vendes et vindue, ofatder frekvenslaekagégrund af sidebndene. De her naenvte faktorer bidrager til

et ungjagtigt estimatépfrekvensspektret og andre metoder (f. eks. autoregressiv analyse) til estimering
af effektspektret bar derfor overvejes.

9.6 Elektrokardiografi

Hjertets pumpeeffekt forudsaetter en yderst kompleks koordinering af de enkelte muskelfibres kon-
traktion. | modsaetning til skeletmuskulaturen, kan aktionspotentialet i en hjertefiber vandee fra
muskelfiber til den nzesteate i aksial og radial retning.aRlenne rade kan hjertets aktionpotentiale
opsti i et lille omade og derefter udbrede sig overalt i hjertemuskulaturen.

9.6.1 Hjertet som signalkilde

En kontraktionscyklus@begyndesaedes med udbredelse af en aktionspotentialebglge fra sinusknuden
pa hgjre forkammers top ned mod hjertekamrene (fiytd, 9.130g 9.14). AV knuden i overgangen
mellem forkamrene og hjertekamrene leder impulsen ned i den veeg, der adskiller hgjre og venstre
hjertekamre. Herfra udbreder en aktionspotentialefront sig i hgjre hjertekammer og, lidt forsinket, i
venstre hjertekammer. | hjertekamrene udbreder bglgerne sig fra ventrikkelveeggenes inderside (endo-
cardium) til deres yderside (epicardium).

| ventriklerne er aktionspotentialets varighed leengstepdocardium og kortesépepicardium (figur

9.11). Nar ventriklerne begynder at repolarisere, sker det derfor f@rspicardium og sidstgendo-
cardium. Dette forhold bevirker at repolariseringsbglgen treekker sig tilbagamme rade som en
vandbglge ved strandkanten. Da cellerne ikke kan generere et nyt aktionspotentiale, fagr de er repolaris-
eret, sikrer denne udbredelses- og tilbagetraekningssekvens, at hele hjertet er repolariseret og klar til en
ny kontraktion, far sinusknuden igen kan seette en cyklus igang.

Som beskrevet i figud.9kan bglgefrontengen infinitisimalflade betragtes elektrisk som en elementaer
dipol, der bevaeger sig i bglgefrontens udbredelsesretning. Er EKG-elektroden imidlertid placeret i en
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Figur 9.11: Hjertets specialiserede ledningsnet og dets forskellige aktionspotentialer (gengivet fra
Malmivuo og Plonsey (1995)).

afstand fra hjertet, der er stor i forhold hjertets dimension, kan dipolérmjyefrontens mange infini-
tisimalflader summeres til en enkel representativ hjertedipol, der variéder ikintensitet og retning i
lgbet af en hjertecyklus.

Specielt med hensyn til EKG-elektroder placerétlpystkassen er hjertedipolmodellens afstandskri-
terium kun arligt opfyldt. Ikke destromindre er hjertedipolmodellen den mest anvendte indenfor klinisk
EKG takket vaere dens simple anvendelse og fortolkning.

9.6.2 EKG elektrodekonfigurationer

For en tidsvarierende hjertedipﬁl(t) maler elektroder i punkternd og B jeevnfer lign. .22 poten-

tialerne: .

H(t) 74
47r07’124

H(t)-7p
t = -
°9 ¢5(t) 471'07%

hvor o betegner kroppens gennemsnitlige konduktivitet, og enhedsvektatgrog 7z retningen fra

dipolkilden til henholdsvisA og B. Da man i enhver bioelektrisk ating kun kan nale relative poten-
tialer, males differenssignalet:

Pa(t) = (9.44)

da(t) = éalt) —op(t)
= TA B
= H() (47107“124_47707’%)
= H(t) (Lp— La)
= H(t) Lpa (9.45)
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Figur 9.12:Einthoven trekanten (gengivet fra Malmivuo og Plonsey (1995)).

Ved hjeelp af reciprocitetsseetningen ses dei,@bg Ly er defineret som de elektriske felter, der @pst
i dipolpunktet, @r der gatrykkes en enhedsstrgm gennem elektrodetrog B, respektivt. Leadvek-

toren L representereradedes den elektriske feltvektor i kildepunktedrmer @trykkes en positive

enhedsstrgm i elektrodB og en negative enhedsstrgm i elektrotleDette elektriske felt bensevnes
leadfeltetog teorien kaldekeadfeltteorien

Potentialdifferensen mellem den positive elektradeg den negative elektrode er altsa proportionalt
med skalarproduktet mellem hjertevektoren og leadvektoren. Maksimal amplitudesogerfor, ar de
to vektorer er parallelle, hvorimod ingen signadles, rar de er vinkelrette @ hinanden.

Da den elektriske depolarisationsbglge udbredes farst i hgjre hjertekammer, og derefter med lidt
forsinkelse i venstre hjertekammer, vil hjertevektoren farst pege fremad og til hgjre, for derefter i lgbet af
20 millisekunder at svinge fremad og mod venstre (fiydBog9.14). Det er alt& umuligt at opsamle al
information om hjertevektoren med et enkelt elektrodepar. Istedet benytter man sig af flere elektrodepar,
orienteret g en &idan nade, at der ved deres linezere kombinationer kan dannes ortogonale leadvektorer.
Med disse ortogonale leadvektorer kan maiane kartesiske komposanter af hjertevektoren under hele
dets cyklus og derefter rekonstruere hjertevektorens tredimensionelle bane. Denne procedure betegnes
vektorkardiografi

Den mest kendte leadkonfiguration lesaf tre elektroder forbundet til hgjre og venstémtlled, samt
venstre fod (figu©.19. Elektroderne kombinereévenstre Bnd néles med reference til hgjréahd

(Lead 1), venstre fod med reference til hgj@nld (Lead Il) og venstre fod med reference til vensénach
(Lead III).

Selv om elektroderne erghzeftet ved &ndledene og ankelen,aer de i virkeligheden potentialerne,
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hvor ekstremiteterne mader kroppen. Dette skyldes, at instrumentforsteekeren har en meget hgj in-
dgangsimpedans>(1M$2), og at der derfor ikke lgber en naevneveerdig stram gennem ekstremiteterne.
Disse tre lead danner derfor en ligesidet trekant betdgimghoven trekanten

Det bemaerkes, at lead | umiddelbart giver den vandrette kompasaotr{posanten) af hjertevektoren

i det frontale plan. Lead Il og Il ligger begge i det frontale plan og &eddt aendret lead §engelsk:
augmentet leadaVx kan dannes ved atate venstre fods potentiale med reference til gennemsnittet af
heendernes potentialert/z danner &ledes en leadvektor, der peger lodret nedad i det frontale plan, og
den ndéler derfor hjertevektorens negativekomposant.

Da Einthoven trekanten ligger i det frontale plan kan denne ikke umiddelbart benyttes télat m
hjertevektorens:-komposant i det sagitale plan. Man kan imidlertid danne et centralt referencepunkt
inde i kroppen ved at tage middelvaerdien af ekstremitetspotentialerne. Dette referencepunkt betegnes
Wilson’s Central Terminabg dannes ofte elektronisk ved af forbinde ekstremiteterne til en summations-
forsteerker via tre 5 modstande. Hjerte-vektor komposanter i det transversale ptemderefter ved at

male potentialet f brystkassen med reference til Wilson’s Central Terminal. Normalt benyttes der seks
sakaldteprecordial lead hvor V5 peger fra hjertet ud gennem brystkassen lige til venstre for brystbenet

i det sagitale planV; udst@ler 30 grader til hgjre fok%s, V3 30 grader til venstreV, yderligere 30

grader til venstre osv. Det falger herafigt maler hjertevektorens-komposant od/s hjertevektorens
y-komposant.

Tre Einthoven lead plus tre augmenterede lead plus seks precordial lead giver i alt 12 lead. Det kan
imidlertid vises, at kun 8 lead er uafhaengige. Selv om alle 12 lead benyttes rutinemaessigt i klinisk
EKG, er det dog etdtal af EKG-afdelinger, der beregner vektorkardiogrammet, og da som regel kun i
forbindelse med forskning.

9.6.3 EKG-signalers karakteristik og signalbehandling

Figur9.13viser bglgefrontens udbredelse i forkamrene, i septrum og i hgjre og venstre hjertekammer. |
forkamrene giver hjertevektorens skalarprodukt med leadvektorerne en positive tak i alle tre lead. Denne
positive tak kaldes P-takken. | den tidlige fase af hgjre hjertekammers depolarization peger hjertevek-
toren mod hgjre og giver derved negative Q-takker i lead | og Il og en positive R-tak i leadahl. N
depolarizationen starter i venstre hjertekammer, svinger hjertevektoren hurtigt mod venstre og skaber
derved en positiv R-tak i alle lead.

| den sidste fase af depolarizationen (figuit4 svinger hjertevektoren tilstraekkeligt til venstre til at
lead Il (og til en vis grad lead |) skifter fortegn og giver anledning til en negativ tak, S-takken. Under
repolarizationen giver hjertevektoren anledning til en tak, T-takken, der er positivilead | og Il, og negativ
i lead IlI.

Det erindres al#s at P-takken skyldes forkamrenes depolarization, QRS-takken hjertekamrenes depolar-
ization, og T-takken hjertekamrenes repolarization. Takken, der burde wpdér forkamrenes repolar-
ization, er begravet i QRS-komplekset.

EKG signalets udseende kvantiseres ved fglgende features: PR-interval, QT-interval, P-areal, P-
amplitude, PR-segment, Q-varighed, Q-amplitude, R-amplitude, R-varighed, S-varighed, S-amplitude,
QRS-varighed, QRS-amplitude, QRS-areal, ST-segment, ST-haeldning, T-varighed, T-amplitude, T-
areal, samt R-R intervallet, hvis reciprokke veerdi jo giver hjertets slagfrekvens. Det bemeerkes, at der
skelnes mellenmtervaller og segmenterEt interval naler tidsrummet mellem starte@ po takker, hvo-

rimod et segment &ler laengden af nullinjen mellem té@inanden falgende takker.

Hvis den leengste RR-interval overstiger den korteste med mere end 0.16 sek. er darsiegisgrrytmi.
Overstiger PR-intervallet 0.2 sek., er der tegrbfokade i AV-knuden. Overstiger QRS-varigheden 0.12
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Figur 9.13:Hjerteimpulsens tidlige udbredelse og manifestationen i de tre lead (gengivet fra Malmivuo

og Plonsey (1995)).
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Figur 9.14:Hjerteimpulsens sene udbredelse og manifestationen i de tre lead (gengivet fra Malmivuo og

Plonsey (1995)).
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Figur 9.15:EKG signaler nalt to steder i forkamrene under (a) normal sinusrytme og under (b) forkam-
merfibrillation (gengivet fra Sahakin et al. (1990)).

sek., er der tegn@blokade i hgjre og/eller venstre ledningsbundt (se faglil). En P-tak amplitude

pa mere end 0.25 mV i lead Il tyderaphypertrofi (forstarrelse af) i hgjre forkammer. Hypertrofi i
venstre forkammer giver anledning til en P-tak i legdmed en negativ amplitudedpmere end 0.1
mV, og varigheden overstiger 0.04 msek. Hypertrofi i hgjre hjertekammer ses ved at R-takkeWi lead
overstiger 0.7 mV. Hypertrofi i venstre hjertekammer forbindes med en hgj S-tak i le&@ ¢y V5 (>

2.5 mV) samt en hgj R-tak i ledd; og Vi (> 3.5 mV).

9.6.4 Behandling af EKG-signaler.

Signalbehandling af EKG-signaler kan have mange &rifo om@ader, der har modtaget speciel stor
opmeerksomhed i litteraturen, er datareduktion og analyse af hjertearytmi. Her skal kun kort beskrives et
eksempel p sidstnaevnte problemstilling.

Indopererede automatiske defibrillatorealer EKG-signaler direkteghjertemuskulaturen for at de-
tektere uregelmaessige hjerterytmer. Signalbehandlingens opgave er her at skelne mellem normale hjert-
erytmer og de kaotiske rytmer, der a@strar en del af hjertemuskulaturen fibrillerer (se figut5).

Hvis algoritmen detekterer fibrillation, sender defibrillatoren en kraftig strampuls ind i hjertemuskula-
turen for at depolarisere hele hjertet. Hjertet repolariserer derefteopnal vis og sinusknuden genop-
tager sin funktion som rytmegenerator. Fejlfortolker algoritmen derimodale&KG-signaler og giver

en defibrillationspuls til et hjerte, derginormalt, kan det have fatale konsekvenser for personen.

Da hjerterytmen varierer dramatisk selv under normale omstaendigheder, er det ikke tilstraekkeligt blot
at benytte en slagfrekvensteerskel som beslutningsgrundlag. Et bedre grundlag er det velkoordinerede
signaludbredelsesmgnster, der kendertegner det normale hjerte, og det faktum at denne koordination
forsvinder totalt i det fibrillerende hjerte (se figlul5).

En rimelig fremgangs#de er derfor at monitorere korrelationen mellem EKG-signat to forskel-
lige steder i hjertemuskulaturen. Til dette fahanvendes derakaldteMagnitude-Squared Coherence
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Figur 9.16:MSC spektret for en normal sinusrytmeilni hgjre forkammer (gengivet fra Sahakin et al.
(1990)).

Function(MSC), der er en normaliseret version af krydseffektspektret. MSC er defineret som:

Sxy ()P
B ()= 5 hsv ()

hvor Sxy (f) betegner krydseffektspektret ¢t (f) og Sy (f) effektspektrene for signalerngt) og
y(t).

Synkroniciteten mellem de afte signaler under normal sinusrytme producerer i koherensfunktionen en
veerdi meget teetgpen (figur9.16), hvorimod de lidet korrelerende signaleainunder forkammerfib-
rillation giver sig udslag i en koherensveerdi under 0.2 (figdi7). Vi skal illustrere koherensbegrebet
naermere i forbindelse med behandlingen af EEG-signaler.

(9.46)

9.7 Elektroencephalografi

Med dens tre hovedkomponenter, storehjernen (cerebrum), lillehjerne (cerebellum) og hjernestamme, er
hjernen et yderst kompliceret organ. Med hensyn til behandling og fortolkning af bioelektriske signaler
malt pa skalpen er vi dog her kun interesseret i det yderste lag af storehjernen, cortex.

Figur9.18viser storehjernens fire lapper samt deres respektive associationer. Frontallappen kontrollerer
det emotionelle stadie samt intellektuelle aktiviteter. Den temporale lap indeholder hgrecenteret, pari-
etallappen indeholder de sensoriske centre, og occipetallappen indeholder synscenteret. Lige foran det
sensoriske onade findes den motoriske cortex, der kontrollere beveegeapparatet.

Cortex, der kun er ca. 1 cm tyk, er opdelt i seks lag som vist i figli@. | disse lag sidder deakaldte
store pyramidalceller orienteret radialt med dendritterne pegende ud mod skalpen og aksonet i modsat
retning. Dendritterne former synapser lige under hjernens overflade med tusindvis af andre neuroner.

Eksiterende synapser foranlediger en influks af ioner i dendritterne, og dar dpsted en negativ kilde
i hjernens ekstracellulaere rum (se fi@u20. De indstrammende ioner diffunderer ned mod cellekernen
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Figur 9.17:MSC spektret under fibrillation i forkamrene (gengivet fra Sahakin et al. (1990)).

(soma), hvor de forlader cellen som en positiv strgm. Dendritten virker derved som en dipol med den
negative ende pegende mod skalpelektroden. For en inhiberende synaps er dipolen modsatrettet.

Da den samme dendrit danner mange eksiterende og inhiberende synapser, er dipolens polaritet til enhver
tid bestemt af integrationen af alle eksiterende og inhiberende synaptiske aktiviteter. EEG-signaler, der
males & skalpen, er derfostokastiskaf natur og fremtreeder som lavfrekvente positive og negative
balger repraesenterende den vekselvirkende synaptiske aktivitet i et lidelemander elektroden. EEG-
signaler, som opét som fglge af repeterende stimutivbked potentiajser deterministiskeaf natur,

ligesom det var tilfeeldet for evoked EMG-signaler.

| eksperimenter, hvor der erait EEG signaler &de & skalpen og i hjernemassens dybde (subduralt),

har man Avist en starre koherens mellem signalé@itforskellige steder@skalpen end mellem skalp-

og subdurale signaler. Disse opdagelser har ledt til den konklusion, at der er stgrre neural interkonnek-
tivitet mellem pyramidalceller i cortex end mellem cortex og dybereliggende strukturer. | stedet for at
betragte bioelektriske kilder i cortex som individuelle dipoler, antager man nu at skalpsignaler stammer
fra koherente dipollag.

Et EEG signals frekvensindhold opdeles i fire frekveémgh Delta (0.5 - 4 Hz), theta (4 - 8 Hz), alpha

(8 - 13 Hz), og beta (13 - 30 Hz). Figar21viser eksemplerptypiske EEG-bglger og deres oprindelse

pa cortex. Alpha-aktivitet findes i occipitallappen og undertrykkes kraftigt personen habne gjne,

nar personen forskraekkes og under mental aktivitet. Beta-aktivéteisiover frontallappen, men denne
aktivitet pavirkes ikke af de ovenfor neaevnte alpha-modulerende faktorer. De lavfrekvantediver

nyttig information om en persons sgvnstadium (ved f.eks. sgvnanalyse og narkose). Lokal delta-aktivitet
med manglende hgjre/venstre symmetri findes i ca. 85% af alle tilfeelde af tumor i cortex. Derudover
giver EEG signaler diagnostisk information om en persons emotionelle tilstand (f. eks. angstneuroser og
epilepsianfald), samt om responsnived@sansestimulationer.

For at kunne opsamle tilstreekkelig diagnostisk information under en klinisk EEG-undersggsen
signaler & standardiserede punktex pkalpen. Til dette forél placeres 21 elektrode&skalpen efter
det sikaldte 10-20 system (se figQr22). Alle elektrodesignaler opsamles digitalt med venstte) (
eller hgjre @s) gre som referencepunktaRomputerbaserede EEG-systemer kan man derefter vaelge
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Figur 9.18: Storehjernens fire lapper: frontal, parietal, temporal, og occipital (gengivet fra Webster
(1998)).

standard leadkonfigurationer via software, hvorved det benyttede referencepunkt subtraheres bort. Hvis
vif. eks. maler de to signaleF; og C, medA; som reference, kan vi senere danne et nyt differenssignal,
som er uafthaengig a;:

C.—F3=(C,— A1) — (F3—4) (9.47)

uden at skulle rearrangere elektrodeforbindelserne og foretagealireger.

9.7.1 Behandling af EEG-signaler i tidsdomaenet.

Tager man sampleveerdierne og fordeler dem i amplitudeklassén oyan et amplitudehistogram, der

under normale omstaendigheder vil have en gaussisk fordeling. Fra denne kan man bestemme middelam-
plituden og variansen (her kaldet standard amplitude). For en normalfordeling er hgjereordensmomenter
nul. Derfor kan momenter af 3. og 4. orden, som f. elk@wnes®sg kurtosis bruges til at bestemme
EEG-amplitude-histogrammers afvigelse fra en normalfordeling.

Middelamplituden er normalt nul, og en afvigelse herfra skyldes ofte tek@iskger, som f. eks. drift
i forstaerkere. Variansen er direkte relateret til signaleffekten, idet et fladt signal har lav varians og et
steerkt oscillerende signal har stor amplitudevarians.

Skewness er et affor et amplitudehistograms asymmetri, dvs. om et EEG signal er symmetrisk omkring
nullinjen. Denne symmetri forsvinderansignalet indeholder mange monofasiske potentialer. Skewness
kan nales somVioment Coefficient of Skewness

N ) (zi—7)3
Skewme = =L N (9.48)
mc $i__ 2 3/27
{Zi]\il %}

somPearson’s Second Coefficient of Skewness

Shews, = S median) ”;‘;lw”) (9.49)
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(gengivet fra Webster (1998)).

eller somCentile Index of Skewness

3(antal samples- 7)
N

SkeWeent =

(9.50)

Kurtosis maler amplitudefordelingens fladhed eller stejlhed. Negativ kurtosidegmr signalet inde-
holder ringe variation i frekvens og amplitude. En positiv kurtoesfomvendt,ar signalet indeholder
transiente spidser. Kurtosis kan defineres 8doment Coefficient of Kurtosis

N (zi—2)*
Kurte = ;V:l( 'N_)z 5 —3, (9.51)
(o, et

eller somCentile Index of Kurtosis

antal samplesd|z; — z| > standard amplitude
N

| sidstnaevnte definition vil veerdien veere 0.5 for en normalfordeling. Fid28viser at kurtosis bedre
end skewness kan vise langtidseffekten af stimalhjernens aktivitet.

Kurteent = (9.52)
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Figur 9.20:Pyramidalcellen med cellekernen, aksonet, og dendritterne (gengivet fra Webster (1998)).

9.7.2 Behandling af EEG-signaler i frekvensdomaenet.

| visse typer EEG-undersggelser, som f.eks patienter med hjerneblgdning eller tumor i cortex, er

man interesseret i at undersgge symmetrien i EEG-signalet mellem hgjre og venstre hemisfeere. Dette
kan gares ved at sammenligne effektspektrene for signaérsymmetrisk p skalpen. For at kunne
foretage en &lan sammenligning over et langt tidsrum benytter maraledldt compressed spectral

arrays hvor effektspektre beregnet med jeevne tidsintervaller plottes i tre dimensioner, med frekvensen
som 1. akse, tidsaksen som 2. akse og effekten som 3. akse. Et interessant ekses@eeMigripfigur

9.24

En mere kvantitativ sammenligning af EEG-signakees ved anvendelse af koherens spektret. En hgj
koherens mellem signaleratt symmetrisk g hgjre og venstre side er udtryk for eldan symmetri,
hvorimod en lav koherens kan vaere en indikation af en af de neevnte sygdomme.

Omvendt kan der veere situationer, hvor man gnsker at registrere aktiviteter begraenset til etditle omr

af cortex. Her er idealet afiset EEG-signal, der udviser en lav koherens med de andre elektrodesignaler.
Koherens har derfor stor anvendelighed i analysen af EEG-signaler og vi skal i det fglgende benytte en
simpel signalmodel for EEG til at belyse anvendelsen af koherens.

a) Definition og beregning af koherens

Betegnes effekt- og krydsspektret mellem to stokatiske signdtgrog y(t) for henholdsvisSx (f),
Sy (f) 0g Sxy (f), defineresnagnitude square coherensem:

2

= Sx (DS () (2:53)

Da effektspektrene normalt estimeres med stgjbefeengte periodogrammer, benyttes midlede effektspek-
tre:

Sx(f) = E[Sx(f)], Sy(f) = E[Sy(f)], Sxv(f) = E[Sxv(f)] (9.54)
f. eks. midlet overn epoker:

Sx(f) = >k () (9.55)
i=1
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Figur 9.21:Eksempler p EEG signaler (gengivet fra Webster (1998)).

Indseettes lign9.54i lign. 9.53faes den midlede koherens:
> Sxv (f)?
K2 = ,’7, 9.56

Resultatet af at midle effektspektret og koherensspekire over en serie epoker er tydeligt vi&. Bigur
og figur9.26

b) Koherens for en simpel lineger signalmodel.

Antager vi nu at to EEG signaler(t) og y(t), malt eksempelvis @ P3 og Py i figur 9.22 indeholder et
koherent EEG-signal(t) samt to ukorrelerede EEG-signater(t) ogn,(t) faes:

xz(t) = av(t) + ng(t)
y(t) = bu(t) + ny(t) (9.57)
hvor der for skaleringsfaktorerne og b geelder at) < a,b < 1. Selv om de to signalen,(t) og

ny(t) repreesenterer neurale signaler, vil vi i denne sammenhaeng betragte dem som stgj. Benyttes peri-
odogramer,des med en simplificeret notation:

Sx = a*V?+2aVN, + N?
Sy = bV?+2VN, + N,
Sxy = abV?+aVN, +bVN,+ NN, (9.58)
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Figur 9.22:Elektrodeplaceringer og -notation for det internationale 10-20 system (gengivet fra Webster
(1998)).

Midles over et tilstraekkeligt antal epoker undertrykkes krydsprodukterne, og &iropn

SX = a’V? + Ng
Sy = VVP+N;
Sxy = abV? (9.59)
Indseettes disse udtryk i ligro.66), faes:
_ 1
K3 = 9.60
xy (f) 14 K;|[1+ K] (9.60)
hvor: ) )
N2 N
K, = 3 09 K, = bﬂi? (9.61)

betegner stgj/signal-forholdet for de to signaler. Hvis ingen af signalerne indeholder ukorrelerede sig-
nalkomposanter, vil vi& K% (f) = 1. Omvendt geelder ak'% (f) = 0, hvis der ikke er korreleret
aktivitet mellem de to hjerneregioner.

¢) Reference-elektroden opsamler et ukorreleret signal.

| ovenstiende eksempel var der ikke taget hensyn til, at EEG-signaliesrdifferentielt, og at reference-
elektroden derved kan introducere mere eller mindre korrelerede signaler. Antages nu, at reference-
elektroden opsamler et signal, der er ukorreleret i forhold(ti], n,(t) ogn,(t):

r(t) = n.(t) (9.62)
De to EEG-kanalers differensforsaerkere har fglgende signaledgangene:
z1(t) = av(t) +ng(t) — ne(t)
n(t) = bu(t) +ny(t) - ny(t) (9.63)
De midlede effekt- og krydsspektre bliver nu:
Sx, = a*V?4 N2+ N?
Sy, = WV N2+ N;
Sxivy = abV?+ N} (9.64)
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Figur 9.23:Variationer i EEG signalets amplitudemomenter som fglge af en morfinindsprgjtning (an-
givet ved pilen) (gengivet fra Bronzino (1995)).

Magnitude square koherensen bliver nu:

. 1+ K2
- ) 1+ K? 9.65
X (f) 1+ K, + LK1+ K, + 2K, (9.65)
hvor
N2
K, = —1" '
" abV? -

Ligning 9.65viser, at en hgj koherensveerdi kan skyldes artifakter, de&opéir reference-elektroden

er placeret p et sted, hvor den opfanger kraftige ukorrelerede signaler. Disse ukorrelerede signaler
kunne veere EEG-signaler fra et neuralt kompleks, der ikke er synkroniseret med de regioneglavor m
elektroderne er anbragt. Det kunne agsere interferenssignaled som EKG-signaler fra hjertet, EMG-
signaler fra muskler i hovedbunden eller panden eller interferens fra lysnettet.

d) Reference-elektroden opsamler et korreleret EEG-signal.

Antages nu, at reference-elektroden opsaméeietet korreleret og et ukorreleret sigreed$:
r(t) = cu(t) + ne(t) (9.67)

hvor der for skaleringsfaktorengeelder ab < ¢ < 1. Denne situation er eksemplificeret i brugen af

den skaldtecommon average referendevor middelvaerdien af alle elektrode-signaler danner reference-
signalet. Et andet eksempel lemplacekonfigurationen, hvor en centralt placeret elektroddes med
middelveerdien af dens fire naboelektroder som reference. Betegnelsen for denne konfiguration skyldes
at differens-signalet er en finite differens tilneermelse af den todimensionelle Laplace operator virkende i
centerelektrodens tangentplan. Laplace-konfiguratioriemderved et signal, der giver udtryk for den
radiale strgmtaethed i cortex.

Betragter vi her den generelle situation, bliver dalte signaler nu:

z1(t) = (a—c)v(t) +ng(t) — n.(t)
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Figur 9.24:Compressed spectral array af EE@Ihsymmetrisk fra otte punkte@govedet. Frekvensak-
sen deekker onadet fra DC til 16 Hz. Hgjre side viser normal alpha-rytme. Venstre side viser unormal
delta-aktivitet og indikerer derved en tumor i den temporale lap (gengivet fra Nunez (1981)).

yi(t) = (b—c)u(t) +ny(t) —ne(t) (9.68)

og for de midlede effekt- og krydsspektiees:

Sx, = (a—¢c)?V2+ N2+ N?
Sy, = (b—¢)*VP+ N+ N}
Sx,;yvi = (a—c)(b—c)V?+ N? (9.69)

Magnitude square koherensen bliver i dette tilfeelde:

) 14 L]
- B [ 2 9.70
xv: (f) [0+ Lo+ 2=2LJ[1 + L, + 2=2L,] (9.70)
hvor
2
L, = N
((L o C)2V2
N2
L, = -
(b—c)2V?2
2
L, — Ny (4.71)

Hvis den koherente del af signalet (dvst)) opfanges lige godt af reference-elektroden som aliem
elektrodernedesa = b = c. Koherensen er da udelukkende bestemt af “stgjsignalernes” indbyrdes

stagrrelsesforhold.
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Figur 9.25:Effektspektret midlet over et stigende antal epoker for et sinusformet signad 25 Hz
begravet i et stgjsignal med en effekét get dobbelte af sinussignalet (gengivet fra Nunez (1981)).

e) Bipoleer elektrodekonfiguration

Males med bipolaere elektroder, hvor alle elektroder er placaiedss, at de opfangeatie korrelerede
og ukorrelerede signaler:

z1(t) = arv(t) + ng (t)
yi(t) = bro(t) + ny, (1)
xo(t) = agu(t) + ng,(t)
y2(t) = bov(t) + ny,(t) (9.72)
faes de to difference-signaler:
z1(t) —y(t) = (a1 = b1)v(t) + na, () — ny, (2)
xo(t) —y2(t) = (a2 = b2)v(t) + nay(t) — ny, (1) (9.73)
| dette tilfeelde bliver koherensen:
_ 1
Kiy(f) = (14 Lay + Ly, J[1+ Lay + Ly,] (9.74)
hvor
N2,
Lml - (a1 — b1)2V2
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Figur 9.26:Koherensspektret beregnet for to signaler med en 10.25 Hz sinusformet signal. Det andet
signal indeholder desuden et stgjsignal med en effekt, der er 45 gange starre end det for de sinusformede
signaler. | det gverste koherenspektrum er benyttet 10 epoker, og i det nederste 30 epoker (gengivet fra
Nunez (1981)).

Ly, =——%2___ (9.75)

Bipolaere elektrodekonfigurationer benyttes rutinemaessie ransverse ( f. ek&; — P.) og longi-
tudinal ( f. eks.Ps — C3) montager.

f) Afsluttende bemeerkninger med hensyn til anvendelsen af koherens

De simple signalmodeller, der her er preesenteret, har udelukkende tlfatiustrere de mulige fak-
torer, som kan gve indflydels@plen koherensvaerdi, som man kan beregnegite signaler. Modellen
fremhaever specielt elektrode-konfigurationens store indflydeiskoperensen og opfordrer dermed
elektrofysiologen til at benytte den konfiguration, som resulterer i minimal eller maximal koherens, i
overenstemmelse medaimgernes forral.
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Classification

Acquisition

Frequency Range

Dynamic Range

Comments

Bioelectric
Action potential

Electroneurogram (ENG)
Electroretinogram (ERG)
Electro-oculogram
(EOG)
Electroencephalogram
(EEG)
Surface
Delta range

Theta range

Alpha range
Beta range
Sleep spindles
K-complexes

Evoked potentials (EP)
Visual (VEP)

Somatosensory (SEP)
Auditory (AEP)
Electrocorticogram

Electromyography (EMG)
Single-fiber (SFEMG)

Motor unit action
Potential (MUAP)
Surface EMG (SEMG)
Skeletal muscle
Smooth muscle
Electrocardiogram (ECG)
High-Frequency ECG

Microelectrodes

Needle electrode
Microelectrode
Surface electrodes

Surface electrodes

Surface electrodes

Needle electrodes

Needle electrode

Needle electrode
Surface electrodes

Surface electrodes
Surface electrodes

100 Hz-2 kHz

100 Hz-1 kHz
0.2-200 Hz
dc-100 Hz

0.5-100 Hz
0.5-4 Hz

4-8 Hz

8-13 Hz
13-22 Hz
6-15 Hz
12-14 Hz

1-300 Hz

2 Hz-3 kHz
100 Hz-3 kHz
100 Hz-5kHz

500 Hz-10 kHz

5 Hz-10 kHz

2-500 Hz
0.01-1 Hz
0.05-100 Hz

100 Hz-1 kHz

10 pV-100 mV
5pv-10 mV

0.5 pV-1 mV
10 pV-5mV

2-100 pV

50-100 uV
100200 pV

0.1-20 pv

1-20 pV

0.5-10 uv

1-10 mV

100 pV-2 mV
50 pV-5mV

1-10 mV
100 pV-2 mV

Invasive measurement of cell
membrane potential

Potential of a nerve bundle

Evoked flash potential

Steady corneal-retinal potential

Multichannel (6-32) scalp potential

Young children, deep sleep and
pathologies

Temporal and central areas during
alert states

Awake, relaxed, closed eyes

Bursts of about 0.2t0 0.6 s

Bursts during moderate and deep
sleep

Response of brain potential to
stimulus

Occipital lobe recordings, 200-ms
duration

Sensory cortex

Vertex recordings

Recordings from exposed surface
of brain

Action potentials from single muscle
fiber

Notchs and slus waveforms super-
imposed on the ECG.

Figur 9.27Klassifikation af bioelektriske signaler (gengivet fra Bronzino (1995)).

9.8 Afsluttende komentarer om bioelektrisk signalbehandling

| denne meget korte gennemgang af de bioelektriske signalers oprindélsgg oy signalbehandling

har vi kun haft lejlighed til at give megeafeksempler. Heldigvis er de medikotekniske tidsskrifter fyldt

med detaljerede beskrivelser af medikoteknisk signalbehandling, og leeseren bgr benytte de moderne
saggeredskaber til at finde flere eksempler. Nedemste tabel viser frekvens- og dynamikéaohet for

en lang raekke bioelektriske signaler.

Selv om signalbehandling er et seerdeles omfattende og komplekst emne, er signalbehandling aldrig et
mal i sig selv. Effektiv signalbehandling kan kun @ms, @&r man besidder en god foastise for de
processer, der genererer signalerne og for anvendelsen af den information, som signalbehandlingen skal
ekstrahere. Vi har derfor i dette kapitel bestreebt @spgive en afbalanceret introduktion til signalbe-

handlingens anvendelse indenfor medikoadt.

9.8. Afsluttende komentarer om bioelektrisk signalbehandling

205



206



BILAG

Om faseteethedsspektrets ubestemthed

Eftersom fasetaethedsspekigt f) for et signalg(t) med spektret(f) = Gr(f) + jG(f) beregnes
af

Gi(f)
= arctan Al
kan man ikke umiddelbart bestemng(f)’s veerdi entydigt, idet manaf en Igsning til ligningen i
ethvert af intervallerng2p — 1)7/2, (2p + 1)7/2)], hvorp er hel.

Denne ubestemthed er naturligvis ubekvem, og en passende vedtaegt om hvilket interval - eller hvilke
intervaller -, der bgr benyttes ved afbildningersgf f), vil veere af stor vigtighed, idet sammenligninger
ellers besveerliggares. Med hensyn til @dan vedtaegts udformning kan der anleegges flere synspunkter.

Den kendsgerning, a,(f) er en ulige funktion af frekvensen betyder imidlertid ¢g{0) enten er0
eller+7 afheengig af fortegnet fakx z(0), daG;(0) = 0 (reelle signaler). Det kan desuden vaere nyttigt,

at fasespekitrets lineeere del fremtreeder klart af afbildningen, da man jo kan udnytte dette til at finde
signalets "placering” @t-aksen. Ser mangpet firkantsignals fasespektrum (jf. k&03.1), vil det kunne
afbildes som vist @ figurA.1.

Heraf fornemmes umiddelbart fasespektrets linesere del svarende til forskydnirfgersaf/ngdepunkt
mod positivet-veerdier. Som det ses, udviser fasespektret undertiden sgaing(gler et multiplum
af 7) svarende til nulpunkter i spektret. Den "retning” @dant spring kan have,amgs fastlaegges
vedtaegtsmaessigt. Til hjeelpddanne tilfeelde kan en tredimensional afbildning'af( f) og G (f) som
funktion af frekvensen veere nyttig, se fighr2.

Tager man hensyn til gnsket om nem sammenligning mellem to fasespektre, og skeler man til den
tekniske litteraturs afbildningsformer, synes det, som om afbildning i intervattetist pa figurA.3, er

(pg(f)/n
o

0 -5

Figur A.1: Fasespektrum for analog firkant.
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GL(h) 0

Figur A.2: Tredimensional afbildning af'r(f) og G;(f) for den viste firkant.

mest hensigtsmaessig. Den er derfor anvendt i denne fremstilling.

1.2 1
1
05
0.8 .
506 > 0
04 -0.5
0.2
-1
0
-2 -1 0 1 2 -4 -2 0 2 4
t/t ft

Figur A.3: Anvendt afbildning af fasespektrum for analog firkant.

208 Bilag A. Om faseteethedsspektrets ubestemthed



BILAG

Schwarz’ og Cauchys uligheder

Disse to uligheder benyttes ved visse beviser og vurderinger inden for signalanalysen. Scoligieed’
formuleret for komplekse analoge signaler lyder

. 2
\ [otomwat < [lgwfa [ )2, (8.1)

hvor g(t) og h(t) er signaler med endelig energi, dcet - muligvis uendeligt - interval. Lighedstegnet
geelder, dersom(t) er proportional med*(¢). Den tilsvarende ulighed for komplekse digitale signaler
med endelig energi benaevnes Cauakighed

IZQ n)? < Z lg(n)? > 1h(n)%, (B.2)

hvor summationen kan vaere mellem endelige eller uendelige graenser. Beviset for gyldigheden af denne
ulighed kan kort formuleresifalgende rade. Er

Zg(n)h(n) =a-ef (B.3)

vil man for en vilkarlig reel konstankt have, at

Z lg(n) — ke?Ph(n)|? > 0. (B.4)

Udregnes den numeriske veerdi, er udtrykket ensbetydende med, at
K2 [h(n)[* =2k Y h(n)g(n)| + 3 lg(n)[* > 0 (B.5)
Opfattes dette som en andengrads lignikgria

A1y h(n)gm)? =43 (k)P Y lg(m)* <0 (B.6)

og dette udtryk er identisk med Cauchys ulighed. Det ses let, @trgr= kh*(n), vil lighedstegnet
geelde. Beviset for Schwarz’ ulighed kan fgrésgamme rade
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BILAG

Et nyttigt formeludtryk

Formeludtrykket

sin 2w for i sin 27 fy(t — ¢AT) sin 2w fo(t + 7 — qAT)

C.l1
27 for o 2 fg(t — qAT)  2mfe(t+ 1 —qAT) (©.1)

kan verificeres @ fglgende radé. Det tandbegraensede signgl) kan skrives p formen
2(0) = Z 5(gAT) sin 27 f (6 — qAT) (C.2)

2mfg(0 — qAT)

g=—00

hvor f, = (2AT) 1. Pa lignende vis kan man udtrykke den tidsforskudte udgaveé®fsaledes

= _\sin2m fy(6 — gAT)
x(0—t) = q;oox(qAT t) 27,0 — gAT) (C.3)
Ved hjeelp af variabeltransformationen= 6 — ¢ fremkommer
> sin 27 fo(t + 7 — qAT)
= — 4
z(r) quo 2(gAT 1) 2nfy(t + 71— qAT) €4
Indfgjes i denne ligning det bestemtarnibegraensede signal
_sin2n fyT
x(r) = 727[-‘](.'97- (C.5)

far man det farst opskrevne formeludtryk.

1Se A. Papoulis: Error Analysis in Sampling Theory, Proc. IEEE, Vol. 54, no. 7, July 1966, pp. 947-955.
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BILAG

Stgjsignal fra passivt analogt system

Som bekendt giver de termiske bevaegelser af elektroner i almindelige ledende materialer anledning til,
at der over en&dan leder findes en elektrisk stgjspaending. Denne stgjspaending er et stokastisk signal,
hvis sandsynlighedsteethedsfunktioner med god tilneermelse er gaussiske.

Man kan vise, at der for dette stgjsigé(t) geelder
E{N(t)} =0 (D.1)
samt, at
Sn(f) =2kOR (D.2)

hvork = 1,37 -10~23 joule/°K (Boltzmann’s konstant)] lederens temperatuf K og R dens ohmske
modstand. Som det ses, er stgjens spektrum hyidt

Af fysiske grunde vil en &dan stgjende modstand altid optreede sammen med andre - stgjfri -
kredslgbselementer. For étdant system vil det geelde, at stajsignalét) pa systemets udgang, som
skyldes de naevnte elektronbeveegelser i komponenter inde i systemet, stadig vil veere gaussisk med et
effektteethedsspektrum

Sx(f) = 2k0Re(Z(f)) . (D.3)
hvor Z( f) er den impedans, man ser ind i fra systemets udgangsklemmer. (Nyquist’s seetning).

Besfr det passive system af en modstdhiparallel med en kapaci€t, bliver

R
Z = D.4
Re(Z(1) = T Gr RO (D.4)
Hermed vil det stgjsignaX (¢), som findes over RC-kredslgbet, have spektret
2kOR
s — D.5
Sx(f) 1+ (2nfRC)? (D-5)
Den hertil svarende autokorrelationsfunkti@m éidseendet
Ry (r) = %ee—% (D.6)
(se kap5.7.4. Bemeerk, at
k6
Px = ol (D.7)

tUdtrykket for Sn (f) er kun gyldigt op til cal0'°Hz.
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BILAG

Generator for digitalt stgjsignal

Ved mange anvendelser har man brug for at kudde over et digitalt stgjsignal med passende parame-
tre (fordeling, spektrum m.v.). Der eksisterer flere metoder til frembringelse atlans signal (f.eks.
sampling af det analoge stgjsignal enten fra en modstand, jeevnfar apjienelier fra et passende
udformet halvlederkredslagb), men den mest almindelige metadedyfra en passende beregningspro-
cedure, hvoraf man kaaf@kaldte pseudotilfeeldige tal (n), d.v.s. tal, hvorom det geelder, at

E{X(n)X(n+k)} = F*{X(n)} for k#0 |, (E.1)
med rimelig god tilneermelse.

Den multiplikative generator
X(n)=(aX(n—-1)+b) mod M (E.2)

hvora, b og M er heltallige konstanter frembringer strengt taget et periodisk signal med en periode, der
er< M. Er M passende stor, og veelgesg b pa fornuftig nade, kan man ogn at

wX(g):% for 0<&E<M -1 (E.3)

09, at spektret foX (n) bliver naesten hvidt.

Betingelserne @a, b og M kan kort udtrykkes @ formen

1. b og M veelges indbyrdes primiske,
2. a veelges teetd /M, og

3. amod4 = 1, hvis4 er faktor i M eller
a modp = 1, hvisp er primfaktor i M.

Det ses umiddelbart, at
E{X(n)}=(M-1)/2 (E.4)

0g, at
E{X?*(n)} = (M —1)(2M —1)/6 (E.5)

Denne generators rektangulaere fordeling kan aendres ved en passende transformation af signalet jeevnfar
kap.5.1.2 @nskes detaledes, at det ny signl(n) skal have fordelingefi’ () skal transformationen
have formen den omvendte funktionil (n), altsa

n=w7e . (E.6)
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Man far da let, at ©
o= Ty &

Er X (n) nu fordelt rektanguleert i intervallét< ¢ < 1, vil wx(£) = 1, og dermed er
wy () = W'(n) = w(n) . (E.8)

Safremt man gnsker et normalt fordelt sighdtan man og filtrere X (n) med et passende filter og
derpa sample¥’(n) saledes, at den heraf flydende spektrale overlapréing fn)’s spektrum til at blive
hvidt.

Falgende ikke-linezere transformation, som giveignalveerdi aft’(n) fra hver 2 indgangsveerdier af
signaletX (n) bevirker og&, atY (n) bliver normaltfordelt med god tilnsermelse

Y(n) = (=2In(X(n)))2 cos(2rX(n — 1)) . (E.9)

Er man utilfreds med, aE{X (n)} # 0 og atE{X?(n)} har en forkert starrelse, kan der selvfalgelig
justeres for disse forhold (se f.eks. k&pt.3 inden en eller anden af de ovenfor neevnte transformationer
foretages.

!Dette er - som tidligere naevnt - strengt taget ikke muligt for et digitalt signal.
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BILAG

AEkvivalent statistisk bandbredde for et
stokastisk signal

For et stokastisk signat(¢) med effektteethedsspektrét,(f) kan signalets sekvivalente statistiske

bandbreddeB, beregnes af
00 2
[ sena]
B I —00

R

Da signalets aekvivalente st@ajidbreddeB. er givet ved

(F.1)

L oo Se(f)
B. = —/ d F.2
2Jo Sulfu) f (F2)
hvor f,,, er den frekvens, hva$, (f) antager sin maksimale veerdarfman

1 B?
B, = 3 B —— (F.3)

> Su(f)
d
b s
| dette udtryk har nsevneren samme form som den aekvivalentéstijleddeB,, for et hypotetisk
signal med effekttaethedsspektt&t( f) saledes at

B
Bs = Boo Be. (F.4)
Det er indlysende, at )
Sz(f) Sz(f)
05 [0y < s <t 9

og dermed vil man for et givet signal altid have, at
Bs 2 Bea (FG)
hvor lighedstegnet geelder, h\is ( f) er konstant indenfor et specificeret frekvensade og nul ellers.

For et signaly(t) med effektteethedsspektret

1
S = F.7
(svarende til RC-lavpasfiltreret hvid stgj, = 1/(27RC)) vil f,, = 0, og dermed bliver
Bs =mfo/2 0g Bs =7 fo. (F.8)
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| dette tilfeelde, hvor spektrets fald mod hgjere frekvenser er 20 dB/dekade, er forholdet
Bs/Be =2. (Fg)

Dette betyder, at man ofte med god tilneermelse kan benyitdstedet for B, ved sken over
ngjagtigheden af effektaing, uanset hvorda#f, (f) ellers ser ud.

De regninger, som fgrer frem til oveasinde resultater, kan dgadfgres for stokastiske digitale signaler.
Har signaletz(n) effektspektretS,(f), er

1 fg 2
Bs o 1 [Qfg ‘/_fg (F 10)
2fp 2 1 /fg 2 . .
— SZ(f)d
o5 s (f)df
Da B, for digitale signaler er defineret ved
Ja Sz (f)
B, :/ df, F.11
far man )
B
B, = e , (F.12)
/fg |: Sx(f) :|2df
og dermed eelder det ag$or digitale signaler, at
Be
Bs = Bo Be. (F.13)
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BILAG

Besselfunktioner af fgrste art

Som der frem@r af kap.8.1.3optraeder ovennaevnte Besselfunktion i spektret for FM- og PM-signaler.
Man har at

o0 1, 2\k
Jm (1) = (;u)m;om, (G.1)

hvorm er et helt tal (funktionens orden). Det kan indses, at

(1) = (=)™ T (p): (G.2)

Herudover geelder det, at hgjere ordens Besselfunktioner kan beregnes af udtrykket

Tmia () = 2D 5 0) = (). ©.3)
Bemeerk at
> I =1 (G.4)
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T Jo(x) Ji(z) x Jo(z) Ji(x) x Jo(x) Ji(z)
0.00 | 1.0000 0.0000| 5.00 | -0.1776 -0.3276| 10.00 | -0.2459  0.0435
0.10 | 0.9975 0.0499| 5.10 | -0.1443 -0.3371| 10.10 | -0.2490 0.0184
0.20 | 0.9900 0.0995| 5.20 | -0.1103 -0.3432| 10.20 | -0.2496 -0.0066
0.30 | 0.9776 0.1483| 5.30 | -0.0758 -0.3460| 10.30 | -0.2477 -0.0313
0.40 | 0.9604 0.1960| 5.40 | -0.0412 -0.3453| 10.40 | -0.2434  -0.0555
0.50 | 0.9385 0.2423| 5.50 | -0.0068 -0.3414| 10.50 | -0.2366 -0.0789

0.60 | 0.9120 0.2867| 5.60 | 0.0270  -0.3343| 10.60 | -0.2276 -0.1012
0.70 | 0.8812 0.3290| 5.70 | 0.0599 -0.3241| 10.70 | -0.2164 -0.1224
0.80 | 0.8463 0.3688| 5.80 | 0.0917 -0.3110| 10.80 | -0.2032  -0.1422
0.90 | 0.8075 0.4059| 5.90 | 0.1220 -0.2951| 10.90 | -0.1881 -0.1603
1.00 | 0.7652 0.4401| 6.00 | 0.1506  -0.2767| 11.00 | -0.1712 -0.1768

1.10 | 0.7196 0.4709| 6.10 | 0.1773  -0.2559| 11.10 | -0.1528 -0.1913
1.20 | 0.6711 0.4983| 6.20 | 0.2017 -0.2329| 11.20 | -0.1330 -0.2039
1.30 | 0.6201 0.5220| 6.30 | 0.2238 -0.2081| 11.30 | -0.1121 -0.2143
1.40 | 0.5669 0.5419| 6.40 | 0.2433 -0.1816| 11.40 | -0.0902 -0.2225
150 | 0.5118 0.5579| 6.50 | 0.2601  -0.1538| 11.50 | -0.0677 -0.2284

1.60 | 0.4554 0.5699| 6.60 | 0.2740  -0.1250| 11.60 | -0.0446 -0.2320
1.70 | 0.3980 0.5778| 6.70 | 0.2851  -0.0953| 11.70 | -0.0213 -0.2333
1.80 | 0.3400 0.5815| 6.80 | 0.2931  -0.0652| 11.80 | 0.0020 -0.2323
190 | 0.2818 0.5812| 6.90 | 0.2981 -0.0349| 11.90 | 0.0250  -0.2290
2.00 | 0.2239 0.5767| 7.00 | 0.3001 -0.0047| 12.00 | 0.0477 -0.2234

2.10 | 0.1666 0.5683| 7.10 | 0.2991 0.0252| 12.10 | 0.0697 -0.2157
2.20 | 0.1104 0.5560| 7.20 | 0.2951 0.0543| 12.20 | 0.0908 -0.2060
2.30 | 0.0555 0.5399| 7.30 | 0.2882 0.0826| 12.30 | 0.1108 -0.1943
2.40 | 0.0025 0.5202| 7.40 | 0.2786 0.1096| 12.40 | 0.1296  -0.1807
2.50 | -0.0484 0.4971| 7.50 | 0.2663 0.1352| 1250 | 0.1469 -0.1655

2.60 | -0.0968 0.4708| 7.60 | 0.2516 0.1592| 12.60 | 0.1626  -0.1487
2.70 | -0.1424  0.4416| 7.70 | 0.2346 0.1813| 12.70 | 0.1766  -0.1307
2.80 | -0.1850 0.4097| 7.80 | 0.2154  0.2014| 12.80 | 0.1887 -0.1114
2.90 | -0.2243  0.3754| 7.90 | 0.1944  0.2192| 12.90 | 0.1988 -0.0912
3.00 | -0.2601  0.3391| 8.00 | 0.1717 0.2346| 13.00 | 0.2069 -0.0703

3.10 | -0.2921  0.3009| 8.10 | 0.1475 0.2476| 13.10 | 0.2129 -0.0489
3.20 | -0.3202  0.2613| 8.20 | 0.1222 0.2580| 13.20 | 0.2167 -0.0271
3.30 | -0.3443  0.2207| 8.30 | 0.0960 0.2657| 13.30 | 0.2183  -0.0052
3.40 | -0.3643 0.1792| 8.40 | 0.0692 0.2708| 13.40 | 0.2177 0.0166
3.50 | -0.3801  0.1374| 8.50 | 0.0419 0.2731| 13.50 | 0.2150 0.0380

3.60 | -0.3918 0.0955| 8.60 | 0.0146  0.2728| 13.60 | 0.2101  0.0590
3.70 | -0.3992 0.0538| 8.70 | -0.0125 0.2697| 13.70 | 0.2032  0.0791
3.80 | -0.4026 0.0128| 8.80 | -0.0392  0.2641| 13.80 | 0.1943  0.0984
3.90 | -0.4018 -0.0272| 8.90 | -0.0653  0.2559| 13.90 | 0.1836  0.1165
4.00 | -0.3971 -0.0660| 9.00 | -0.0903  0.2453| 14.00 | 0.1711  0.1334

4.10 | -0.3887 -0.1033| 9.10 | -0.1142  0.2324| 14.10 | 0.1570 0.1488
420 | -0.3766 -0.1386| 9.20 | -0.1367 0.2174| 14.20 | 0.1414 0.1626
430 | -0.3610 -0.1719| 9.30 | -0.1577  0.2004| 14.30 | 0.1245 0.1747
4.40 | -0.3423 -0.2028| 9.40 | -0.1768  0.1816| 14.40 | 0.1065 0.1850
450 | -0.3205 -0.2311| 9.50 | -0.1939  0.1613| 14.50 | 0.0875 0.1934

4.60 | -0.2961 -0.2566| 9.60 | -0.2090  0.1395| 14.60 | 0.0679 0.1999
4.70 | -0.2693 -0.2791| 9.70 | -0.2218 0.1166| 14.70 | 0.0476 0.2043
4.80 | -0.2404 -0.2985| 9.80 | -0.2323  0.0928| 14.80 | 0.0271 0.2066
490 | -0.2097 -0.3147| 9.90 | -0.2403 0.0684| 14.90 | 0.0064  0.2069

Tabel G.1:Tabel over Besselfunktionek (x) og J; (=)
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BILAG

Kort introduktion til MATLAB

Matlab er et interaktivt programmeringssprog udviklet til manipulering af vektorer og matricer, og er
baseret p LINPACK og EISPACK bibliotekerne. @®grund af den lettedndtering af vektorer har det

ogsa vundet stor udbredelse inden for signalbehandling, da dér foyges en lang reekke routiner til

at lave signalbehandling med (foldning, fouriertransformation, etc.). Sproget er interaktivt og udfgres
direkte som f.eks. BASIC, hvilket gar det let at afprave en reekke forskellige analyser og behandlinger.
Det er oga muligt at udvide sproget med nye funktioner og grupperer en reekke ordre i endit s
udfgres ar files navn skrives.

| dette appendix gives en ganske kort introduktion til sproget og dets faciliteter. For en mereaaieg
beskrivelse henvises til brugermanualerne eller speciallitteraturen.

H.1 Grundlaeggende forhold

Man starter MATLAB fra en PC ved at klikke p ikonet, og fra en UNIX-terminal ved at skrive kom-
mandoen

matlab
Nar MATLAB abnes, svarer MATLAB med at skrive:

To get started, type one of these commands: helpwin, helpdesk, or demo.
For information on all of the MathWorks products, type tour.
>>

>> er MATLAB'’s prompt og man skriver MATLAB-kommandoerne efter den. | de falgende eksempler
pa kommandoer, skaf> ikke skrives.

Man stopper MATLAB og returnerer til operativ-systemet med kommandoen
>> quit

Aritmetik bruger den saedvanlige notation, som f.eks.
>> 2+3*472
MATLAB vil s & svare:

ans=
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>>

Variable tilskrives veerdier med lighedstegnet™. F.eks.

>> x=3
>> y:xA2
>> y/X

MATLAB skelner mellem store og sinbogstaverXn og xn er alts to forskellige variablenavne. Hvis
man ikke selv specificerer et variabelnavn, gemmer MATLAB resultatet i variasien Kommandoen
>> whos

giver en liste over de definerede variable. Disse kan slettes med kommandoen

>> clear

MATLAB har en raekke predefinerede variable. F.eks. /44, j=v/—1 og pi=r, medmindre man selv
har brugti ,j ellerpi som et variabelnavn.

MATLAB regner med komplekse tal. F.eks. definerer
>> s=j*2*pi*2.5e3

den komplekse frekvens= ;j272.5 - 103 rad/sek. Bemaerk at der ikkenvaere ophold i et ta.5 - 103

ma altsx ikke skrives som "2.5 e 3”. Alle regninger foiagi dobbelt praecision (med ca. 16 betydende
ciffre), selvom ikke alle cifre i resultatet vises. Med ordfermat kan man & resultater vist med flere
cifre.

Hvis man ikke vil se et mellemresultahgkaermen, skal man skrive semikolon efter ordren. F.eks.

>> w=2*pi*2.5e3;
>> s=j*w,

Man kan # tidligere afgivne kommandoer frem med piletasteDisse kan & eventuelt rettes og afgives
igen ved at trykke @ enter. Dette letter skrivearbejdet meget. Skriver man selv de(t) fgrste bogstav(er)
i den gnskede kommando, inden man trykk&r pviser MATLAB kun de kommandoer, der begynde
med disse bogstaver.

MATLAB har et godthelp-system Hvis du vil have flere oplysninger om en kommando som f.eks.
format , vil

>> help format

give dissehelp giver oversigt over hovedgrupperne af MATLAB-kommandoerhetp general
giver en liste over "general purpose commands”.

Pa en PC kan marafMATLAB til et lzese og skrive fra filer i et bestemt bibliotek f.eks. "mydir” med
ordren

>> cd c:\mydir

| et UNIX-system er ordren:

>> cd mydir
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Kommandoen
>> diary session.txt

gemmer alt, hvad der harast @ skeermen, i filen "session.txt” i biblioteteket "mydir”. Du ke dlle
dine variable gemt i en fil med navnet "mysession.mat” med ordren

>> save mysession
Naeste gang dabner MATLAB, kan du starte med at skrive
>> |oad mysession

Sa er du preecis der, hvor du slap. For andre muligheder for forskellige formater og input/output-
maengder brugelp save oghelp load

MATLAB har mangeindbyggede funktioner sasom sinus, cosinus F.eks.
>> y=sin(2*pi*2e3*1le-3);

help elfun  giver en liste over disse.

H.2 Matricer

Som navnet antyder er MATLABmatrix-baseret. Matricen

1 2 3
A= < 4 5 6 )
kan indleeses med

>> A= [1,2,3:4 5 6]

eller med

Bemeerk at

e Elementerne er omsluttet af [ og ]
e Forstindlaeses farste raekke, dernsest anden reekke o.s.v.
e Raekker adskilles med semikolon-tegnet ;" eller ny linie. Elementerne i en raekke adskilles af
komma-tegnet ”,” eller mellemrum. (Pa& pverfladige mellemrum.)
Man refererer til dej’te element i deri’te reekke medA(i,)) f.eks.
>> A(2,3)=10

Med kolon-operatoren ”;” kan man definere lister. F.eks. definerer

IMATLAB star for MATrix LABoratory program.
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>> t= -1:0.01:1;

raekkevektoren
t =(-1,-0.99,—-0.98,-0.97,...,0.97,0.98,0.99, 1);

Hvis incrementet (ovenfor 0.01) er 1, kan det udeladesl:1  definerer altd reekkevektoremt =
(—=1,0,1).

Komandoerngero(m,n) ogones(m,n) definerer enn x n-matrix fyldt med henholdsvis O-er og
1-er. F.eks. definerer

>> B=[ones(1,4),zeros(1,3);1 2 3 4 5 6 7]

g_(1 111000
“\1 234567

Antallet af elementer i vektorenfindes med kommandoen

matricen

>> length(t);
Starrelsen af matricef findes med
>> size(A);

Man kan gange/dividere en matrix med en skalar og addere/subtrahere en skalar fra en matrix med
operatorerne "*”, "[", "+" og -". Man kan addere/subtrahere to matricer med ens dimensioner med
operatorerne "+” og -". Man kan multiplicere/dividere to matricer med ens dimensioner element for
element med operatorerne ".*” og "./". Bemaerk punktummet. F.eks. vil

>> a= [1 2 3]
>> b= a .* a;

give resultab = (1,4,9). Det samme ville
>> b= a ."2;
Hvis man bruger en af de almindelige funktion&ssmsin ogcos pa en matrix, anvendes funktionen

pa hvert element for sig. F.eks. giver

>> b= [1 4 9];
>> c=sqrt(b);

resultatet = (v/1,v4,v9) = (1,2,3).

H.3 Flow-kontrol og logiske udtryk

"for-slgjfen. Formen er

for {variable = udtryk, {gruppe af kommandogrend {gruppe af kommandoémellem kommaet
og end gentages et antal gange, som specificerdvaffiable = udtryk. F.eks. kan middelveerdien af
vektorenv’s komponenter beregnes med falgende kommandoer:

>>  middel=0;
>> for i=1l:length(v),
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middel=middel+v(i);
end
>> middel=middel/length(v)

"if-seetningen. Den simpleste form er

if {logisk udtryk} , {gruppe af ordré end

Her udfgres{gruppe af ordrg mellem, ogend, safremt{logisk udtryk} er sandt. For mere avancerede
former brughelp if

De logiske udtryk dannes med relations-operatorerne

lig med | ikke lig med | stgrre end mindre end| stgrre end | mindre end
eller lig med | eller lig med
== T = > < >= <=

og de logiske operatorer

logisk AND | logisk OR | logisk NOT
& ] ~

For eksempel defineres signalet

| cos(2mt)  for || <1
2(t) = { 0 ellers

i intervallet—2 < ¢ < 2 med en samplingtid®0.004 med falgende kommandoer:
>> t=-2:0.004:2;

>> x=0%;

>> for i=1l:length(t),

if abs(t(i)) <= 1, x(i)=cos(2*pi*t(i)); end
end

Man kunne oga bruge

>> t=-2:0.004:2;
>> x=cos(2*pi*t) .* (abs(t) <= 1);

Brughelp -funktionen forswitch -, while - ogbreak -kommandoerne.

H.4 Grafik

Hvis x ogy er to vektorer af samme laengde, vil kommandpkmri(x,y) abne et grafisk vindue, og
forbinde punkternéz (i), y(i)),7 = 1, .., lengthlz) med rette linier. F.eks. vil

>> x=(-1:0.001:1)*pi; y=sin(x); plot(x,y)

afbilde sin(z) i intervallet —r < x < . For &ndring af stregtype m.m. belp plot . Man kan
afbilde flere kurver p en gang. F.eks. afbilder
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Sampling af sinus
T T T

0.8 q

0.6 q

0.4 q

0.2 q

Figur H.1:Sampling af sinus

>> x=(-1:0.001:1)*pi; y=sin(x); z=cos(x); plot(x,y,x,z)
afbilde kAdesin(z) og cos(z).

Kommandoerstem(x,y)  tegner lodrette linier fra hvert punkt: (i), y(:)) ned/op til abcisse-aksen.
Denne kommando anvendes til plotning af diskrete funktioner. F.eks. afbilder

>> x=(-1:0.1:1)*pi; y=sin(x); stem(x,y)
afbilde perioden-7 < z < 7 af sin(n%r). Se igvrigthelp stem .

Badeplot ogstem veelger selv leengden af akser. De kan aendres med kommandoen
axis([xmin,xmax,ymin,ymax]) , hvorxmin , xmax, ymin ogymax er de gnskede endpunkter
for akserne.

Man kan & skrevet titel, betegnelsed pkserne, oggskrift pa tegningen med ordretide  , xlabel
ylabel ,text oggtext . Disse kommandoer skal alle placeres lige efterglen ellerstem, som
de vedrgrer.

Komandoenhold on fastholder det aktuelle grafiske vindué, flgende plot alle bliver tegnede i
det fastholdte vindue. Kommandohold off opheevehold on . F.eks. vil fglgende kommandoer
frembringe figurH.1:

>> x=(-1:0.001:1)*pi; y=sin(x); plot(x,y)
>> axis([-pi pi -1.1 1.1])

>> xlabel('t")

>> title('Sampling af sinus’)

>> hold on

>> x=(-1:0.1:0.9)*pi; y=sin(x); stem(x,y)

>> hold off

Kommandoensubplot(m,n,p) opdeler det aktuelle grafiske vindue i emn-matrix af mindre

grafiske vinduer, og veelger dete af disse til det aktuelle plot. F.eks. frembringes figli2 af
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Tidskontinuert sinus—kurve
T T T T

Figur H.2:Sampling af sinus

>> x=(-1:0.001:1)*pi; y=sin(x);

>> subplot(2,1,1), plot(x,y,[-pi,pi],[0 0])
>> axis([-pi pi -1.1 1.1])

>> xlabel('t)

>> ylabel('y_a(t)")

>> title('Tidskontinuert sinus-kurve’)
>> x=(-1:0.1:0.9)*pi; y=sin(x);

>> subplot(2,1,2), stem(x,y)

>> hold on

>> subplot(2,1,2), plot([-pi,pi],[0 0])
>> axis([-pi pi -1.1 1.1])

>> xlabel('t")

>> ylabel(y_d(t)")

>> title('Tidsdiskret sinus-kurve’)
>> hold off

H.5 .m-filer

Ved bare lidt stgrre opgaver, er det uhensigtsmeaessigt at taste hver enkelt kommando direkte ind i MAT-
LAB. Det er heller ikke ngdvendigt. Gemmes f.eks. kommandoer til frembringelse afHiguirfilen
samp.n?, kan man & udfgrt beregningen ved at taste ordren

>> samp
i MATLAB.

Man kan ogé danne funktionerdgdenne rade. B naermere beskrivelse med
>> help function

I .m-filer kan man indseettkommentarer, idet alt, hvad der ligger mellem et procent-tegn "%” og

2Navnet foran . kan veelges frit; typen skal vaere .m
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afslutningen af linien, opfattes som en kommentar. F.eks.

x=(-1:0.1:0.9)*pi; y=sin(x); % En periode af sinus-funktionen

H.6 Signalbehandling
MATLAB har indbygget en raekke funktioner til at lave signalbehandling med, hvoraf de vigtigste skal
naevnes.

Til at lave endiskret fouriertransformation benyttes funktioneifit , som returnerer det komplekse
spektrum af det givne signal. F.eks. vil

>> y=[ones(1,4),zeros(1,5)];
>> spektrum_y=fft(y);

beregner spektrefpektrum _y af et periodisk digitalt signal med perioden 1,1,1,1,0,0,0&,0. im-
plementerer fglgende transformation:

N
Z ]271'7” 1 TL 1)

for m=1:N. Bemeerk forskellen til den almindelige diskrete fouriertransformation for et periodisk digitalt
signal, som er

1NZ om
- e J2mym
N &=

Der normeres altsikke med% og indices starter fra 1 i stedet for 0. Frekvenserne for de returnerede
veerdier er

>> f=(0:N-1)/N*fs;

hvorfs er samplingfrekvensen. Amplitudespektret med tilsvarende frekvensveaerdier kan plottes med
>> plot(f,abs(spektrum_y)/length(y));

eller med nummering af de harmoniske:

>> stem((0:length(y)-1),abs(spektrum_y)/length(y));

Enfoldning med et filters impulssvar udfares med

>> y=conv(h,x);

Enfiltrering med et IIR-filter kan udfgres med

>> y=filter(b,a,x);

hvorb, a er filterkoefficienterne, og filtreringen er givet ved
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a()*y(n) = b(1)*x(n) + b(2)*x(n-1) + ... + b(nb+1)*x(n-nb)
- a(2)*y(n-1) - ... - a(na+l)*y(n-na)

(se ogahelp filter ).

H.7 Yderligere litteratur

Farst og fremmest MATLABS help-system. Er en en web-broben, vil
>> helpdesk
abne et web-baseret help-system.

Pa internettet findes mange vejledninger. Se f.eks. p
http://www.mathworks.com/education/basics.shtml.

Har man adgang til dem, giver de manualerne, som fglger med MATLAB, den udtgmmende forklaring.
Igvrigt kan man i boghandelen kgbe en studentervesion med tilhgrende manual.
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